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SULLE SUPERFICIE 


NELLE QUALI 


LA SOMMA DEI DUE RAGGI DI CURVATURA PRINCIPALE È COSTANTE 


NOTA 


DI 


ULISSE DINI 





1. L'integrazione della equazione che dä le superficie per le quali la somma 
dei due raggi di curvatura principale è costante, presenta delle gravi difficoltà se 
si vuole fare uso delle coordinate ordinarie. Queste difficoltà spariscono servendosi 
del nuovo sistema di variabili introdotto nella Geometria dal Sig. Ossian Bonnet (*); 
ed io in questo breve lavoro mi propongo appunto di trovare I’ equazioni di tali su- 
perficie in questo sistema di variabili, e di mostrare inoltre come, quasi coi me- 
todi stessi impiegati dal Sig. Bonnet nella trattazione delle superficie di area minima, 
si possano risolvere varii problemi intorno alle superficie che considero, e si possa 
anche trovarne alcune loro proprietà. Ma dapprima bisogna che io richiami dalla 
bella memoria dell’ illustre Geometra i preliminari del suo sistema di coordinate. 

2. Siano £, n, 6 le coordinate ortogonali di un punto qualunque M di una su- 
perficie; le variabili x, y, 3 che il Sig. Bonnet introduce nella Geometria sono re- 
spettivamente : |’ angolo del piano condotto per la normale MN parallelamente all’ asse 
delle & col piano delle (&, %) ; il logaritimo della tangente della metà dell’ angolo che la 
STAI URES beeen en °° ‘PESARE an AA ner caga 





(*) Vedi Journal de Liouville tom. V. 2. serie 1860. 
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6 ANNALI DI MATEMATICA 

normale fa coll’ asse ¢, e la distanza dell’ origine alla traccia del piano tangente 

sul piano delle (&, x). | 
Per ragioni facili a scoprirsi il Sig. Bonnet chiama rispettivamente meridiani 

e paralleli le linee coordinate x = cost, y = cost, e ponendo 


de _ de _ 

Gr = MV dy 

d’z d?z d’z 
a =); —=L, 


da’ day soy? 


Egli dimostra che fra le antiche e le nuove coordinate esistono le relazioni 





È COS & + n sen x = — 2 —2 tang 2y.q, 
È sen æ — ncosx—p, 
(1) 
C = I u 
cos 2y 
che riduconsi alle altre 
r cosa — w) = — 3 — ilangiy.g, 


rsen(d—w=p, 


(2) 


introducendo le coordinate polari r ed © in luogo delle rettangolari È e n. 
Ponendo inoltre 


(3) r+<tangiyg+2=u, s=v, t+4 itangiy.q = w 


trova le relazioni 


sat + è tang zy.w 
dy de SA: 
(4) 
RE TE 
en) giy.v, 
= cos? sh 
Vv = COS ty. > 
5 = €08 2 di 
(5) w = CO uhr 


us (cos ry a + 1 sen zy x) dy, 
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e dimostra che le equazioni (4) sono caratteristiche, cioè che tre funzioni qualunque 
di x e y prese per i valori di u, v, w e che verificano le equazioni (4), si riferi- 
scono sempre a una, e a una sola, superficie. 
3. Premesso ciò, passiamo a occuparci delle superficie per le quali si ha 


R + R'= 2m, 


ove R e R' sono i due raggi di curvatura principale, ed m è una costante. 
L’ equazione che dà i due raggi di curvatura di una superficie qualunque (u,v,w) è 


R° — (u + w) cos iy. R + (uw — v?) cos? iy = 0; 


le superficie che noi cerchiamo sono dunque quelle per le quali si ha 


(6) u + W —= 





Differenziamo questa equazione rispetto ad y coll’ avere riguardo alle equazioni (5); 
si otterrà l’altra 
dé "Rd i tang à 
DI + Tag = 2m 57 ’ 
de" dy cos 2Y 
che, integrata, ci darà il valore di ¢ relativo alle superficie in questione. 
Questa equazione d'altronde è subito integrabile, e ci da 


(7) b= f(a+iy + fi(a— iy) — mi tang zy, 


ove f e f, sono due funzioni arbitrarie reali o ‘immaginarie. 
Volendo evitare in questo integrale la forma immaginaria, basterà scriverlo 


c= 5 [ele + iy +ele— y)| + ile (€ — ty) — 9 (= — iy) | — mi tang iy, 


essendo 9 e 9, due funzioni reali. 
In cid che segue, porremo per brevita 


(8) C= f(x + ty) + file — ty), 
il valore di ¢ per le superficie R + R'— 2m, sarà perciò 
(9) ¢ = ¢, — mi tang ty. 


4. Conoscendo ora il valore di 6, si otterrà quello di z dalla terza delle equa- 
zioni (1), mediante un’ altra integrazione che dipende soltanto dalle quadrature. 
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Questa integrazione porterà una funzione arbitraria X di x, la quale dovrà deter- 
minarsi in modo che l equazione (6) resti soddisfatta. Tale determinazione si fa però 
facilmente. Osserviamo infatti che avendosi 


» 


J y 
z= | Eos iy dy + X= |, eos iy dy + m evs iy — m+ X, 











sara 
ie | rd? y ; 
u = —, + 2 lang ty.q + 2% == | -— cos 2y dy + | &, cos zy dy +- ¢, à sen ey 
da Jo da à 
+ ——- — m + X'+ X; 
cos y 
Bey! ites ys ile 
ima poichè Te Ins 0; 
ee ARE : HO ee 
si avrà il da? °° 1y.dy = -| ay? cos 2y dy , 


talchè integrando per parti due volte di seguito nel secondo membro, e indicando 


sil, BEE 3 
con (È) ciò che diviene hi per y= 0, si otterrà 


si = Marcia + cr. 
Sa) VT dr 





) SAT UR ESE 
o COS 77 


m . de, : 
Osserviamo ora che si ha Wear Pe da DE ee vuole che sia 
edt | y 





utw= Zap bisognerà che si abbia 
cos 2y 
dé, " 
(È) 4h ERIN. 
dy Jo 


L’ integrale di questa equazione darà per X il valore cercato che sara 


X = Ccos x + C'sen x + (TE) sen (a — x) da +m, 


0 dy “ai 
si RO dé, . de, 
ove G e C' sono due costanti arbitrarie, e dai rappresenta il valore di ST, 
&,0 


per 2=o, y=0. 
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Ponendo dunque per brevità 


y x /d 
(10) 2,—=Ccosa + C'senx + he cos iydy + | (7) sen (« — x) da, 
si avrà pel valore di 2, 


(11) z=23,+ mcosiy, 


e si osserverà che in 2, i termini C cos x, C'sen x, possono sempre trascurarsi, poi- 
chè basta trasportare gli assi delle (£, n, &) parallelamente a loro stessi nel punto 
(— C,— C', 0) per fare sparire i medesimi termini dal valore di 2. 

5 Per le formole (9) e (11), le equazioni (1) e (2) si trasformano nelle altre 








| ER ee" RAR en 
d 
(12) È sen æ — n cos x = nl 
dx 
| & =t,— mi lang zy. 
r cos (vw — w) = — 2, — %, sen dia iy ) 
è d 
(13) rsen (& — ©) = Pe 


C=C, — mi tang zy. 


E poichè in queste equazioni le quantità 3 e Z, sono conosciute, possiamo dire che 
se le une che le altre sono le equazioni in termini finiti delle superficie cercate 
R +R'= 2m. Dopo di avere assegnato le forme delle funzioni arbitrarie che en- 
trano nei valori diz, e ¢,, l'eliminazione di x e y dalle equazioni (12) o dalle (13) 
darebbe |’ equazione in &, n, &, 0 in r, ©, & delle superficie in questione. 

Per ciò che precede, si vede che i valori di u, v, w per queste superficie sono 
dati dalle formole 





— cos i pe 
cos 2y I dy | 


. dé, 
14 v = C052U — ; 
(14) v5, 





+ cos? de, 
cos 2y 4 dy 


‘fom. VII. N. 4. 2 
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6. Chiamando 6 l’angolo che la normale a una superficie fa coll’asse delle &, 
sı ha 
2 Lang iy = così; 


se dunque si danno ad m due valori qualunque differenti h e h,, la formola (8) 
ci mostra (cosa evidente anche a priori) che le superficie (h) e (h,) corrispondenti 
alle stesse forme delle funzioni bi e f, sono superficie parallele fra loro, e quindi 
anche a quelle corrispondenti ad m = 0, cioè alle superficie di minima estensione. 
7. Applichiamo ora le formole che abbiamo trovate alla ricerca e allo studio di 
aleune superficie semplici fra quelle per le quali R+ R'= 2m. 
Poniamo nel valore di £, 


1 


f(x + ty) = 5 (a + id) (e — iy) , fi (€ — ty) = — ,(a— ib) (x — iy) 


sarà t= 0% + by, 
e l'equazione (10), trascurando i termini in cosa e sen x, darà facilmente 
%, = — (ax + by) à sen 2y — b cos zy ; 


talchè le equazioni (13) ci daranno 


m 
COS îy ” 





r cos (x — w) = b cos 2y — 
(15) r sen (0 — x) = ai sen ty, 
= ax + by — mi lang ty, 


per le equazioni delle superficie R + R'— 2m corrispondenti alle forme adottate 
delle funzioni f e fe 

Nel caso di a e b nulli, si ottiene da queste formole I’ equazione r?+ 2°= m’, 
la quale ci dice che fra le superficie che si considerano havvi la sfera di raggio m; 
cosa ben nota. 

Quando a soltanto è nullo, le equazioni precedenti riduconsi alle altre 





r= beosiy — mr 
(16) 4 


& = by — mi tang zy, 


le quali ci mostrano che le superficie corrispondenti.sono di rivoluzione, e hanno 
per curva meridiana la curva la cui equazione in r e & si ottiene eliminando y da 
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queste ultime. Escludendo dalle nostre considerazioni, il caso di b = 0, che ci da 
la sfera, l’ eliminazione di y dalle equazioni (16) si fà facilmente. La prima di esse 
ci da infatti 


r rm 
17 y = — + eq re 
(17) cos ty = 57 te 
e sostituendo nella seconda, coll’ osservare che 


Veos’h.y — 4 


cos 7y = cos h.y, tangh.y = Sh) 


si ottiene per la equazione richiesta 


et 





(18) ¢=bdare cos h la, = ey Seo m Var Amb ME Or Vr amd 
ies ie rt Vr’+ Amb 


Essendo 6 I’ angolo che la normale a una superficie fa coll’ asse delle %, si ha 


2 (ang 2y = così, 
per cui nel nostro caso sara 


V2r°+ Amb — Ab? = 2r Vr? + Amb 


080 = = ——— m 
: 5 r= Vik dmb 


Osserviamo ora che il valore (17) di cos zy, e quindi quello (18) di % sono 
reali per r= 0, quando b<<m; se ne conclude che le superficie di rivoluzione, 
che ora studiamo, corrispondenti ai valori di d <m, hanno delle falde che tagliano 
l’asse di rivoluzione, e queste falde presentano sull’ asse una specie di regresso, poi- 

‘ . b . x . , CA a) 
chè il valore 1 — — di cos? per r=0 è differente dall’ unità. La superfi- 
m 
cie corrispondente ab = m è tangente all’ asse. 
Poichè si ha in ogni superficie eos y = NÉ la prima delle equazioni (16), 
u: m cos’ 6 é as 
per-b ms cr da r — Teen È questa ci mostra che la curva meridiana della 
sen 
superficie di rivoluzione (16) corrispondente a b = m, gode della proprietà geome- 
trica che la lunghezza della normale è media proporzionale fra la lunghezza della 
tangente e la costante m. 

Se T è la lunghezza della tangente, il raggio di curvatura di quella curva è 

dunque 


R= 2m — V mT. 
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Vedremo fra non molto che le superficie di rivoluzione aventi per meridiane le 
curve (16) sono le sole superficie di tal classe, e più generalmente sono le sole 
superficie aventi un sistema di linee di curvatura in piani paralleli che godano della 
proprietà R + R'— 2m. 

8. Il Sig. Bonnet ha dimostrato che per qualunque elicoide le quantità w,v, w 
sono funzioni di w soltanto e reciprocamente: dunque le equazioni (15) per a e d 
qualunque rappresentano delle elicoidi. Volendo, potremmo ottenerne I’ equazione in 
r,o,& che è però complicata. Per b = 0, m = 0 le equazioni (15) danno I’ elicoide 
gobba a piano direttore; si ha dunque (N° 6) che le elicoidi (15), corrispondenti a 
b=0, sono parallele all’elicoide gobba a piano direttore. 

9. È facile vedere che fra le superficie R + R'= 2m non vi sono altre eli- 
coidi che quelle rappresentate dalle equazioni (15). Infatti in una superficie del 
genere elicoidale, u, v, w sono funzioni di y soltanto, quindi & è tale che 


déni 4 

da nes 
a essendo una costante. 

Nel nostro caso 
C= f(x + ty) + fi (0 — ty) — mi tang ty; 
si dovrà dunque avere 
| fi (@ + ty) + file—iiy)=a; 
e se si pone i 
fi (@ + ty) = a+, sarà f', (x«— iy) =a—a—iß, 

e a e ß saranno costanti. Segue da ciò che ¢ (trascurando le costanti) sara della 


forma t= ax — 2ßy — mi tangiy, 


che coincide colla terza delle equazioni (15). 
Perchè una superficie abbia le linee di curvatura di un sistema in piani paral- 
i 0 7 
leli a quello delle (£,n) deve aversi v = 0, cioè ae we segue da ciò che le su- 
perficie di rivoluzione aventi per meridiane le curve (15) sono le sole che abbiano 
un sistema di linee di curvatura in piani paralleli e che godano della proprieta 


R + R' = 2m. 


10. Essendo in qualunque elicoide u, v, w funzioni di y soltanto, e le linee 
y = cost. essendo in questo caso le eliche, si ha che in qualunque elicoide 1’ inte- 
grazione delle equazioni delle linee di piü gran pendenza, delle linee di curvatura, 
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delle asintoti che ec. ec. si riduce alle quadrature, e si ha inoltre che queste linee 
sono tutte tagliate sotto un angolo costante da una stessa elica. Quando si prendono 
a considerare le superficie R + R'= 2m, si trovano le proprietà delle linee di più 
gran pendenza e delle asintotiche soltanto nel caso delle elicoidi: non si ha dunque 
in ciò nulla di nuovo. 

11. Trattandosi delle linee di curvatura, si ba che la loro equazione può inte- 
grarsi per tutte le superficie R + R'= 2m. Essa infatti è stata data dal Sig. Bon- 
net per qualunque superficie sotto la forma 


f‘dy\" u— wdy 
(19) lio, 





e nel nostro caso, per le formole (14) diviene 


(palin ets yo 





de) > Far) + fi) de 
che ponendo 
stty=% , .—y=y, 


si riduce all’ altra 
SVÎ (%,) de, = = ifvf(y,) dy; + C. 


Questa equazione è indipendente da m, ed è perciò la stessa di quella che si ha per 
le superficie di minima estensione. È evidente d’altronde (N. 6) che non deve es- 
sere altrimenti. | 

12. Chiamando 9 l’angolo delle linee di curvatura con quelle di più gran pen- 
denza, si ha in generale 





2v 
2 0 = ’ 
(20) tang 20 ans 
e per le superficie R + R'= 2m 
dé, 
da 
t 0 = — 
(21) ang 2 a, 
dy 


che & indipendente da m: e per le superficie elicoidali R + R'= 2m, si ha 
(22) tang 20 = © 


se ne conclude che nelle superficie elicoidali per le quali R + R'— 2m, I’ angolo 
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sotto cui le linee di curvatura tagliano quelle di più gran pendenza è costante ed 
indipendente da m. 

Per b=0, 6 = 45°: dunque nelle elicoidi parallele all’ elicotde gobba a piano 
direttore le linee di curvatura tagliano quelle di più gran pendenza sotto angoli 
di 45°. 

Osservando che in qualunque superficie le linee di curvatura dividono per 
metà 1’ angolo delle linee asintotiche, si vedrà che il teorema precedente dà luogo 
all’ altro che ci dice che nelle elicoidi parallele all’ elicoide gobba a piano diret- 
tore le due linee asintotiche sono egualmente inclinate sulle linee di più gran 
pendenza e su quelle di livello. 

13. È facile di vedere che fra le superficie R + R'— 2m le elicoidi sono le 
sole superficie che godano delle proprietà che le loro linee di curvatura taglıno 
quelle di più gran pendenza sotto angoli costanti. Infatti la equazione (21) ci mo- 
stra che per tali superficie deve aversi 


de de 
dx dy’ 


con h costante. Sara dunque per la formola (8). 


(RA 2hi | 
! ; = x I TAN: 


per cui se si pone 


fa — y) = a — 16, 





sarà 
| Bee 2h (1—h pu 
FERME er Brame mere ? 


e per la teoria delle funzioni di una variabile complessa « e  saranno costanti , 
ciò che porta che &, avrà appunto la forma ax + by. 

14. È facile pure di vedere che le elicoidi R + R'= 2m sono le sole super- 
ficie del genere elicoidale che godano della proprietà che le loro linee di curvatura 
taglino quelle di più gran pendenza sotto angoli costanti. 

Infatti il Sig. Bonnet ha dimostrato che per le superficie elicoidali si ha 


he 
ua Vv == G.COS ty , v= .——, 
à lang zy 


essendo Y una funzione qualunque di y, Y' la sua derivata, ed a una costante. 
Per le elicoidi per le quali la proprietà (22) ha Tuogo, deve dunque aversi, per 
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la (20) Y' cos ty — iY sen iy = 2bi sen iy cos iy , 
essendo 6 una costante. Integrando si ottiene 
Y cos ty = — b cos? iy + C 
e perciò 
u = —bcosiy + Sie, 
cos 2y 


C 
essendo C una costante. Ne segue che w= b cos zy + —— ;e con ciò resta pro- 
cos iy 


vato quanto volevamo. 

Segue di qui che le elicoidi parallele all’elicoide gobba a piano direttore sono 
le sole elicoidi che godano delle proprietà espresse nei teoremi secondo e terzo del 
num. 12. 

15. Se poi si prende a considerare |’ equazione 


(23) wdy+ 2vdyde + uda’= 0 
delle linee asintotiche, e si osserva che questa equazione è soddisfatta da y = cost. 
soltanto per u= 0, ciò che nel caso delle elicoidi porta anche w = 0, se ne con- 
cluderà che l’ elicoide gobba a piano direttore è la sola elicoide nella quale le eli- 
che formino un sistema di linee asintotiche. 
16. Consideriamo ora le linee zsometriche, quelle cioè. che dividono la superficie 


in quadrati infinitamente piccoli. La determinazione di queste linee dipende, in ge- 
nerale, dalla integrazione delle equazioni 


(u + iv) dx + (v + ww) dy = 0, 
(24) : 
(u — iv) dx + (v — zw) dy = 0, 
e se « +26 è il fattore che rende integrabile la prima di queste equazioni, le li- 
nee dei due sistemi vengono rappresentate dalle equazioni 
(au — Bu) dx + (av — bw) dy = 0 
(25) cae 
(av + Bu) de + (ow + Lv) dy = 0. 
E chiamando À e À, gli angoli delle linee del primo e del secondo sistema con 
quelle di più gran pendenza, si ha 


tang À = È > 
(26) | 
tang À, = — 


WIR 
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Cid posto osserviamo che per le elicoidi, le quantità u,v,w essendo funzioni della 
sola y, il fattore che rende integrabile la prima delle equazioni (24) è 

1 u iv 


—— LI DO —— m. 


U HI HV u+v 


e le equazioni (25) divengono perciò in questo caso 





ae PE AR Geigy 
(27) u” +-v 
\ y = cost. 


Si ha dunque che en qualunque elicoide le eliche e le loro trajettorie ortogonali 
(che sono una serie di linee geodetiche) formano un doppio sistema di linee iso- 
metriche. 

La prima delle equazioni (27).è 1’ equazione della serie di linee geodetiche del- 
I" elicoide che sono ortogonali colle eliche. 

Il teorema or dimostrato è anche conseguenza evidente di quello del Sig. Bour 
sulle superficie applicabili sulle elicoidi. 

16. Per le superficie R-+ R'= 2m le equazioni delle linee isometriche sono 
integrabili soltanto nel caso delle elicoidi. Non si ha dunque nulla di nuovo. Ma 
considerando le elicoidi parallele all’elicoide gobba a piano direttore, le equazioni 
(26) ci danno 
a cos? 2y m 
pera TE À) 


lang À, — 


tang À = — ——— ) 
m a cos ıy 


e se si chiama p |’ angolo che i meridiani fanno colle linee di più gran pendenza, 
si ha in generale 


ta ya 
nu = di: 3 
quindi, per le elicoidi in questione , 
tang p= aeons ’ 
m 
e perciò = — À; se ne conchiude che nelle elicoidi parallele alla elicoide gobba 


a piano direttore, i meridiani e le trajettorie ortogonali delle eliche sono egual- 
mente inclinate sulle linee di più gran pendenza. 
Se 9 è I’ angolo delle eliche colle linee di più gran pendenza, si ha di qui che 
T 


l'angolo dei meridiani colle eliche è — 29 — 3° 
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17. La ricerca delle superficie R -+- R'= 2m che hanno tutte le loro linee di 
curvatura piane, rientra in quella delle superficie di area minima che godono della 
stessa proprietà, e che è stata fatta dal Sig. Bonnet. Io per questo non me ne occuperò. 
Terminerò cercando le superficie R + R'= 2m che passano per due rette date, 
restringendomi però al caso in cui esse siano parallele. Supponiamo che |’ una delle 
rette si confonda coll’ asse delle y, e che l’altra sia situata nel piano parallelo a 
quello delle (£, n) che ha per equazione ¢ = h; avremo per qualunque valore di y 


¢=0 per «=0, Pe er iG = ke, 
essendo k un numero intero dato. 
Poniamo ora il valore generale di ¢ sotto la forma 
ei]: (y + ix) + 9 (y — x) | +5 le (y + 7) — pi (y — in) | - mi tang iy. 
La prima condizione richiede che si abbia 
9 (y) = mi tangıy, 
per qualunque valore di y, quindi sarà 


Q(Yy+ iy) = mi tang (iy — 2), 
e per conseguenza 


__ mi tang zy sen’x i . 
~~ cos 2y — sen°æ sa 9 E (y + ir) —9, (y — i) |. 





4 


Per determinare +, osserveremo che per x = kr deve aversi 6 = h, per cui sarà 


h= a |? (y + ikn) — 9, (y — ik) |, 
che, integrata colle differenze finite, dà 
h 
Pi (2) == ee Trai + 92 (2), 


essendo 9, (2) una funzione periodica che ha per periodo 22kr, cioè essendo 


pz 
k 
ove la sommazione > deve intendersi estesa a tutti i valori intieri di p. 
Si avra dunque per la superficie ricercata 


__ mitang ty sen’ h Er p 
(28) ur re ++ SY A,e sen LA 
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Se la superficie deve passare anche per un altra retta tale che ¢ =h' per a = k'r, 
ove k' è un numero intero, dovremo avere per tutti i valori di y 


i 
(29) h' = he gag sent kr; 


e se si ha Fine Ma la frazione irriducibile equivalente a —, si soddisferà 
) 


k' 
alla equazione precedente prendendo per p tutti i multipli di n. Giungeremmo a 
conclusioni analoghe se la superficie dovesse contenere un maggior numero di rette. 

Supponendo nella equazione (28) A, = 0, si ottiene la superficie che ha per 
equazione 

mi tang zy sen? x 
(30) ER er, 
cos’iy — sen°x 
ove a è costante, e che soddisfa essa pure all’ equazione R + R'= 2m, e contiene 
un numero infinito di rette tutte parallele fra loro e corrispondenti ai valori di 
x = Mi, ove À è una quantità qualunque. 

È da osservarsi ancora che noi abbiamo ottenuto soltanto delle superficie che 
passano per rette parallele a rette date, talehè dobbiamo determinare le costanti G,C' 
che entrano nel valore di z in modo che le rette date abbiano ciascuna un punto 
sulla superficie. Queste costanti sono soltanto due; perciò quando le rette sono più 
di due, avremo delle equazioni di condizione. 

La quantità che nei paragrafi precedenti abbiamo chiamata ¢,, per la superficie 
(28) è data dalla formola 

mi sen 2Y COS zy h 


* cos*2y— sen? kr 





Pe 
+ Ÿ ALe sent a. 


Parigi 14 Aprile 1865. 
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SULL’USO DEI DETERMINANTI 


PER RAPPRESENTARE LA SOMMA 


DELLE POTENZE INTERE 


DEI NUMERI NATURALI. 


NOTA. 
DI F. SIACCH. 





Sia il determinante 





e CU a Ri 1 1 
O FRED. RT, ; m m — 1 
m (m — 1 m —- 1) m 
ee D (me 4) m 
1:28 152 
P_ — m (m -— 4) (m — 2 m + 1) mim — 1 
on. Mem = 1) (m—2) (m +1) mim — 1) 
12.3 15269 


(m + 1) m 


0 0 0 0 . «1m 
2 
ea ai ae Aa NE 
All’ultima orizzontale aggiungendo la 1*, la 2°, la 3°, . . . . l'ennesima, 


m—1 


rispettivamente moltiplicate per 2°, 2', 2°.... 2”', si ottiene 


AE Co CI REN 1 
ES de nl m + 1 

m(m — 1) (m + 1)m 

Or Od: 6 — — 
1.2 1.2 


m(m — 1) (m — 2) (m — 1) m (m — 1) 
1.2.3 1.2.3 


0 0 0 4 


(2+1)(2-1) (241) (241) (244) (21) (mn +1) 7" 
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ovvero 
P,=P,,,—1: 2.3.4 2. „. MM +4) 2”. 
Quindi si avrà 
P,., = Par: — 1. 2. 3... (m + 1) (2 + 1)” 
P.., = P..3 — 1. 2. 3... (m + 1) (3 + 2)” 
Pi = PET: — 1.2.3... (m + 1) (3 + 3)” 


DAS = SER E oe eae (m CE 1) (2 + n); 
e perciò sommando, e fatto z = 0, si avrà 
(4) Pi, == A: 2. 3.65 (m Aa) 

Prima di cercare il valore esplicito di P,,, osserviamo una sua curiosa 
proprietà. 

Riprendo il determinante P,, e pongo —z in luogo di z. 

Cambio il segno a tutte le verticali di sede dispari, e quindi all'ultima 
orizzontale aggiungo la prima, la 2°, la 3°, la 72°, moltiplicate rispettiva- 
mente per 2°, — 2, 2, — 2°... #27", ed otterrò 

P_, = P_jg_,) E 4. 2 3... (17 + 1) 2 
Il segno superiore vale quando m è impari, l’inferiore quando è pari. Perciò 
pere Pe a 2 a 


Ph, = P_i-2) = 1.2.3... (m + 1) (2 — 1)” 


Pi ee Tan (Al TE 


e sommando, cambiato z in n, 
(2) == P_, = 1.2.3... (m + 1) (1° + 2" + 3” +... n"). 
Confrontando questa formola colla (1) si ricava 


Pa = =E DIE 
od anche 
(3) PRA, 


Così la somma dei numeri cubi è espressa da 


R+1) 


n° (n +1) 
4 
che non cambia ne di segno ne di valore se pongasi — (n + 1) in luogo 


? 


di n. La somma delle quarte potenze dei numeri naturali è 
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nn + 1) (en + 1) an +32 — 1). 
30 i 
e questa formola cambia di segno, ma non di valore, ponendo — (n + 1) 
invece di z. E così via discorrendo. 
Per determinare il valore generale di P,, scrivo primieramente il deter- 
minante P, come segue 
nmr n” nt h A n 
(m + 1)m m 
— — 0 0 
1.2 1 
P,= (m + 1) m(m — 1) mim —ı) m — 1 
1.2.3 | 1.2 1 
0 
1 1 1 les 
Moltiplico quindi la 2.* colonna per (m +1), la 3.* per (m + ı)m.:. lul- 
tima per (m +1)... 3.2; divido in seguito la 2.* linea per (m-Hı)m, la 3.* 
per (m + 1) m(m —1), . . . l’ultima per (m -ı)m . . . 3.2.1. Otterrò 
Msi (m + 1)n" (m-Hı)mın””" . . (m--ı)m...3.2. n 
1 1 
— _ 0 0 
x 1.2 i 
ni. 2. 3... Mm 1 1 A 
— — 0 
1.2.3 1.2 1 
1 1 1 1 


Siano ora 


i complementi algebrici degli elementi della prima linea del determinänte 
del secondo membro. Si avrà per una proprietà fondamentale dei determinanti 


(4) 


1, AG Arua eee te Are 1.) Ver 


P,, 


15205. L ‚m 


=n"*"+(m+1) A,n” +(m+1)m Ang. (m + ı)m(m — 4) 3.2.1.A,n 
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4 1 
0 et + — À, 
1.2 1° 
J 1 1 1 
one 2 — A,+ — A, 
152: 172 1 
(5 1 1 1 
) 0 = + A, + — Ar + — A; 
1.2.3.4 1.2.3 1.2 1 
| 4 1 1 
\ Da Ae BA 
4.2.3...1 +1 PILOTA 1 


Ora le equazioni (5) sono le equazioni di condizione affinchè il prodotto 








2 3 4 r 
- X XL XH x : x 
|1+A,2+Asatr.. + Au" | —+— + — + + Pon + =| 
4 4.2 4.2.3 4.2.3.4 1.2.3 3 
sia eguale ad x. Perciò si avrà 
x 2 3 * 
—— 41 +Ajx4+AL+A30 +. 0.0. (8) 


e* — 1 





(*) Questo metodo può servire a trovare il valore di alcune specie di determinanti. Per esem- 
pio il Sig. Enrico D’Ovidio (Giornale di matematiche di Napoli, 1863 ; pag. 137) ha provato che 





1 

= 0 i ij: 0 

1 1 0 

i 1 

sel = 0 

1.2 1 È L 
P 1 1 1 LUE 
n — = 1 . . 0 1.2.3... 

1.9.3 0249 1 

1 1 1 1 "I 4 
1.239 4:2.n—4 12:02 49. n—3-" 1 


Ora è evidente che i determinanti che si ottengono facendo successivamente 
n:=31,:9; 91.0 
sono i complementi aritmetici degli elementi 2.° 3.° 4°. .. . della prima linea del determinante 


1 — x a — a 
el 0 
1 1 0 
1 i 
x) = un naar 
ft en 1 0 
dee tat 1 
123.3. MIA 
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Ora & facile dimostrare che 
À; = A, = Ar m... YA = 0. 
Infatti dalla prima delle (5) si ha A, —— 3. Perciò portando al primo 


membro il 2° termine della serie, si vede che tutti i termini contenenti po- 
tenze impari di x devono svanire perchè la funzione 


i e° +e * 
Pepe de piaga AV 


non cambia nè di valore nè di segno, cambiando x in — x. Inoltre è noto 
che dinotando con B, Bz Bs ... 1 numeri Bernulliani si ha generalmente 


Dre 1 2. ok ee PA 
Quindi si avra 
ven 


ara en 


ES 1 aa n+1)” m 
Sat me m 
Mit 1 2 4,2 


uesta espressione, quantunque molto somigliante a quella data dal Cauchy 
P » q I 5 q Ly 


m(m—1)(m—2) 


B3(n +1)" +... 
PE Come | 


ne suoi Resumes analytiques (pag. 72), e riportata nel Trattato d’ Algebra 
del Novi, parte prima, p. 177, si presenta sotto una forma diversa. Si passa 
però dall’una all’altra sostituendo | in virtù della formola (3)], — (n—+-1) in 
luogo di n, tenuto conto del cambiamento di segno quando n'è il caso. (*) 

Quanto ai numeri Bernulliani la loro espressione generale è stata data 
dall’Eulero, e dal Laplace. Il prof. Genocchi in una Nota inserita negli An- 





Onde si ha 


f(aY = 1 +Pa+P, a + P, à + ... 


on 


Dr 1 — P, 
1 1° 
es re tente ch 
RER ep 
DEREN Te, Fe Re 


ora queste sono le condizioni perchè f(x) sia eguale ad ex = —————- 
1 ne aL BEY 


Perciò 
n data 
inversamente il metodo dei coefficienti indeterminanti può servire a trovare i coefficienti di una 
serie espresso per determinanti. 
(*) Veggasi una mia nota sulla somma delle potenze intere dei numerf naturali inserita in 
questi Annali (1861. Genn. e Febb.) 
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nali di Scienze Matematiche e Fisiche del prof. Tortolini (Settembre 1852), 
Pha ricavata dai coefficienti della funzione 
2% 
FERN, 
sviluppata in serie, ed ha trovato 


r+i 4 [m(m—1) m(im—ı) : m(m—1)(m—2) 


be Za grane; 
gti — 4 9” 1.2 1.2 1. 2. 3 ( 
mm (ND — 1) \m — 2) (m — 3 
(m—1) (mA ge Vy 
1: Shug cca 
mim — A)(72 — 2)(m — 3) (m — 4 e 
mate — 1)(m — a) — 3) (m en 


1. 2. 3. 4. 5 


"(m — 1)" — (m — 2) + (m — 3) — ... = )] 


ove m è un numero qualunque maggiore di r. 

I complementi A, A, Ag . . . A,, trovati di sopra possono servire ad 
esprimere i numeri Bernulliani B,, Bz . . . B,,_, per mezzo di determi- 
nanti. Si avrebbe infatti 











1 1 
— _ 0 0 ee 
1.2 1 
1 1 1 
— — 0 0 
1.2.3 1.2 1 
D elle dir 1 : | 1 
— — 0 
1.2.3.4 ass ir 
Re: 1 1 1 1 


1.2.3...(2r+1) 1.2...27 1.2...2F-4 1.2...27-2 1.2 
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SOPRA ALCUNI PUNTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE APPLICABILI (*) 


NOTA 


DI ULISSE DINI 





ait 


Nel lavoro che vado ad esporre considererd dapprima le superficie di curvatura 
costante negativa, e dimostrerò un teorema su esse. Prenderò in secondo luogo a 
studiare le superficie sviluppate di quelle di curvatura costante, con che verrò a 
determinare la classe di superficie applicabili su quelle di area minima, sulle quali 
dimostrerò pure alcuni teoremi. Considerando poi le superficie sviluppate di quelle 
per le quali il rapporto dei due raggi di curvatura principale è costante darò una 
classe di superficie di rivoluzione tutte algebriche e dello stesso ordine (il sesto) ap- 
plicabili I’ una sull’ altra. Farò in ultimo conoscere alcune superficie applicabili sulla 
ellissoide schiacciata di rivoluzione, sulla iperboloide gobba di rivoluzione e sulla pa- 
raboloide ellittica pure di rivoluzione. 

La superficie che qui chiamo, col Sig. Bonnet, sviluppate di un altra sono quelle 


luogo dei centri di curvatura di quest’ ultima. 
Superficie a curvatura costante negativa. 


4. Il Sig. Liouville e in seguito il Sig. Codazzi hanno preso a studiare le su- 


de. 1 i 
perficie di curvatura costante + zu © hanno dimostrato che quelle di curvatura 

. . 1 . eye LI . . 
positiva gi Sono applicabili tutte sulla sfera di raggio a, mentre quelle di curvatura 


negativa — gi Sono applicabili sulla superficie di rivoluzione che ha per meridiana 


la curva delle tangenti di lunghezza costante a. Adesso che il Sig. Bour ha dimo- 
strato il teorema che « esiste sempre una certa elicoide applicabile sopra una super- 


(*) Da questo lavoro sono estratti i teoremi che ho avuto l’ onore di presentare all'Accademia delle 
Scienze di Parigi nella seduta del 13. Febbrajo 1865. (V. Comptes Rendus, tom. LX. P. 340.) 
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ficie di rivoluzione data » possiamo spingere più oltre gli studj sulle superficie di 
curvatura costante, e possiamo proporci (come io qui faccio) la ricerca se non di 
tutte, almeno di alcune fra le elicoidi di questa classe di superficie. Ma prima di 
fare questa ricerca sarà utile che io richiami la dimostrazione del teorema del Si- 
gnor Bour. © 

2. Si chiama superficie elicoidale la superficie generata da un profilo, di forma 
qualunque, situato nel piano meridiano di un cilindro di rivoluzione, e moventesi , 
senza cangiare di forma, in modo che i suoi punti descrivano delle eliche dello 
stesso passo, e situate fra cilindri dello stesso asse. 

Ciò posto, prendiamo per asse delle z l’asse del cilindro, e per assi delle ze y 
due diametri ortogonali della base; prendiamo inoltre per coordinate p ed © sul- 
l’elicoide le eliche e le curve secondo le quali essa è tagliata dai piani meridiani 
del cilindro. Potremo evidentemente rappresentare questa superficie colle equazioni 


© == PCOS 0 9 y=pseno, +2=mo-+@(p), 


ove m è una costante eguale al passo delle eliche diviso per 27, e 9 (e) una fun- 
zione che determina la forma del profilo generatore. 

Le coordinate p ed © non sono ortogonali, come si vede formando |’ elemento 
lineare ds’; per questo introdurremo il parametro v delle curve ortogonali colle eli- 
che, e prenderemo per coordinate p e v. Allora. dovendo considerare. © come fun- 
zione di p e v avremo 


dw \* do do do 
Dont 2 2 I 2 9, N a 3 2 
ds Lu + ( +) + a Fr | de Ge | ur: 
! | do m 2 2 
+ mo (o) } dodv + (7°) (p+ m?) dv”. 





E poichè le curve o ed v sono ortogonali, ed » deve evidentemente contenere v, 
sarà 
do 


(1) (+ m?) To 


+ mq’ (o) = 0. 


Integrando questa equazione si avrà © che dovrà contenere una funzione arbitraria 
di v, che prenderemo uguale a kv. Avremo perciò — 


Sy) 2 
9 2 P°9 (e) 
(2) ds li er, 





de + ff (+ m?) dv’, 


per la forma dell’elemento lineare delle elicoidi. 
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Ponendo 
a RAT 
Vi EL à = du, 
e +m 
si avrà | 


p= 4 (u) e ds’— du? + F (u) dv?, 


e poiché questa forma conviene anche alle superficie di rivoluzione, il teorema é di- 
mostrato. 

Questa dimostrazione & quella data dal Sig. Bertrand nel suo eccellente trattato 
di Calcolo Differenziale. 

3. Osserviamo di passaggio che queste formole ci mostrano che nelle elicoidi le 
trajettorie ortogonali delle eliche sono linee geodetiche, e se ne conclude perciò che 
nelle elicoidi non sviluppabili le eliche non possono essere mai linee geodetiche. 

Queste formole ci mostrano ancora che nelle elicoidi le eliche sono le linee di 
egual curvatura, e se ne conclude per ciò che se due elicoidi, di curvatura non 
costante, sono applicabili, le eliche dell’una vengono necessariamente a disporsi 
sulle eliche dell’ altra. | 

4. La forma (2) dell’ elemento lineare delle elicoidi ci permette ora di passare 


+ . ale 1 
alla ricerca di alcune fra le elicoidi a curvatura costante zu 


Osserviamo perciò che Il’ elemento lineare delle superficie di curvatura costante 
può porsi sotto la forma . 


u 
ds? = du?+ cos’- dv’; 
a 
se dunque si pone 


u 
cos? Tale he? + km’, 


si vedrà facilmente che, fra le elicoidi di curvatura costante vi sono quelle i cui 
profili 2 = 9 (0) soddisfanno all’ equazione 


3 SE Gye) e; 
(3) e pq (p) 1 — Rm? Bp? 

Questi profili sono dunque in numero infinito poichè k ed m sono arbitrarii, e 
si determinerebbero integrando questa equazione. 


5. Pel caso di a reale si avrebbero delle elicoidi applicabili sulla sfera, ma noi 
; * 
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in questo caso osserveremo soltanto che ponendo. 


si ottiene 
= tpV—1+C 


la quale ci mostra che esistono due elicoidi rigate immaginarie applicabili sulla sfera, 
nelle quali le generatrici rettilinee sono parallele agli asintoti di un circolo, e il 
passo delle eliche è 2rai, a essendo il raggio della sfera. Queste due elicoidi hanno 
una linea reale (l’asse delle 2). Esse però a parlare propriamente, non differiscono 
luna dall’ altra. 

6. Pel caso di a immaginario la equazione. (3) diverrà 


a°k?p° 


2 2 CA di IMC RI 
p+ Mm +P A lenire oa 


e integrata darebbe lequazioni dei profili generatori di un numero infinito di eli- 
coidi di curvatura costante negativa. Io non mi occuperò dell’ integrazione di quella 
equazione nel caso generale, ma soltanto considererò le elicoidi reali che si ottengono 
quando fra k ed m si stabilisca la relazione 


k’m?’— 1 9 


la quale lascia sempre una delle due quantità k e m p. es. m, arbitraria, e soltanto 
minore di a. In questo caso si ottiene la equazione 


Pil + UT = am, 
la quale ci mostra che le curve che, nel caso attuale, costituiscono 1 profili genera- 


tori delle elicoidi di curvatura — gs? Sono quelle che hanno le tangenti di lunghezza 


costante ed eguale a Y a2 — m°. 


Indicando dunque con h il passo delle eliche, si potrà enunciare questo teorema: 


Fra le elicoidi di curvatura costante negativa ——; vi sono quelle il cui profilo 


a? 
h? 
generatore è una curva delle tangenti di lunghezza costante a— i? h es- 
TE 
sendo il passo comune delle eliche descritte dai differenti punti del profilo. Le 
elieoidi corrispondenti a tutti à valori di h compresi fra zero e 2na, e che sono 


PURA ED APPLICATA. 29 
per conseguenza în numero infinito, hanno tutte la stessa curvatura i, e sono 


tutte applicabili. | 

Questo teorema mi sembra assai rimarchevole, giacchè la superficie di rivolu- 
zione tipo di quelle di curvatura costante negativa ha appunto per meridiano una 
curva dalle tangenti di lunghezza costante a. Essa non è che l’elicoide del teorema 
precedente corrispondente ad h = 0. 

7. Su questa curva dalle tangenti costanti osserverò ancora che la superficie di 
rivoluzione da essa generata gode della proprietà che tutti à suoi paralleli hanno 
la stessa curvatura geodetica, e che essa è la sola superficie di rivoluzione che 
gode di questa proprietà. Ciò risulta subito dalla definizione della curvatura geo— 
detica. 


Superficie sviluppate di quelle di curvatura costante. 


Il Sig. Weingarten (*) ha dimostrato che essendo p e p' i due raggi di curvatura 
principale di una superficie si ha il teorema: « Il sistema delle sviluppate corrispon- 
denti al raggio di curvatura p di una famiglia di superficie caratterizzata dalla equa- 
zione p== 9 (e), costituisce una classe completa di superficie applicabili I’ una sul- 
l’altra, e di cui una superficie di rivoluzione che dipende dalla funzione 9 può es- 
sere riguardata come tipo: » Fa soltanto eccezione il caso nel quale fra p e p si 
verifica la relazione po'= cost, nel qual caso, per avere una classe completa di su- 
perficie. applicabili bisogna unire alle sviluppate delle superficie di curvatura costante 
le superficie gobbe il cui elemento lineare può porsi sotto la stessa forma che quello 
delle medesime sviluppate. 

Servendomi di questo teorema io considererò ora le superficie sviluppate di quelle 
per le quali si ha 

pie ai 


ove a è una costante reale o immaginaria. 
9. Osserviamo che pel teorema del Sig. Weingarten, |’ elemento lineare delle 
superficie sviluppate di quelle per le quali si ha p= g (e), può porsi sotto la forma 


dp 
(1) ds? = do + ne ar, dv? (**) 





(*) V. Giornale di Crelle tom. 59. 


(e) 


(**) E Assai singolare la formola — rt © che dà la curvatura di queste sviluppate, non che 
p— 
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dunque pel caso in questione si avrà 
(2) ds? = de + (p2— a?) dv’. 
A questa forma nel caso di a reale, si riduce pure I’ elemento lineare delle super- 


ficie sviluppate di quelle per le quali si ha tar ben chiaro d’altronde che 
PP 


ciò deve avvenire, poichè le superficie di curvatura costante positiva gs Sono pa- 


1 
rallele a quelle di curvatura media costante se 


10. Passiamo ora alla ricerca delle superficie di rivoluzione il cui elemento li- 
neare può porsi sotto la forma (2). Osserviamo perciò che prendendo per coordinate 
sopra una superficie i meridiani, e i paralleli, e essendo p V arco del meridiano, e v 
quello del parallelo fisso di raggio arbitrario «, si ha 


r 
ds?= de’ + —dv?, 
7 a 


ove r è il raggio d’un parallelo qualunque. Per le superficie che noi cerchiamo 
dovrà dunque aversi 





(3) = a’ (p?— a?); 
Kr 14 . | da daro ican ; 
E poichè se r è l’asse di rivoluzione, si ha 17 TA 1, si avrà per | equa- 
p 
zione delle curve meridiane delle superficie in questione 
dz r 
= os bd Zul DE | 
(4) dr VE (r2+ ac) 


Queste superficie saranno in numero infinito, poichè « è arbitrario. 

11. Distinguiamo ora i due casi di a reale e di a immaginaria: 

1° Caso: a reale: In questo caso si hanno le superficie di rivoluzione contenute 
nel sistema di sviluppate delle superficie di curvatura costante positiva, e applicabili 


V altra 





= = che da la curvatura geodetica delle linee p = cost cioè delle linee d’ intersezione della 


sviluppata colla superficie formata dalle normali alla superficie primitiva lungo le linee per le quali il 
raggio di curvatura principale p è costante. 

È ancora da osservare che supponendo 9 (¢) = cost, si ottiene subito il teorema che ci dice che; La 
superficie sviluppata di qualunque superficie canale è una superficie sviluppabile. 
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su queste sviluppate; l' equazione delle curve meridiane è la stessa (4) o l’altra 


dz \° 
2 2 2 ny 
(r + a) 1+(7) | 1 


RÉ SE at 





la quale ci mostra facilmente che, in queste curve, se si conduce la tangente MF, 
| e la normale MN, e si prende PQ = aa, la linea FH 


| 1 
sta al raggio MP del parallelo in un rapporto costante — - 
x 


12. Consideriamo ora il caso di a immaginaria , il 
quale ci condurrà a dei risultati più rimarchevoli. 

In questo caso l'elemento lineare delle superficie 
sviluppate di quelle per le quali si ha 





N Fig. (1). d'A 
prende la forma 
(5) ds’— dp°+ (p°+ a?) dv”, 


e la equazione delle curve meridiane delle superficie di rivoluzione comprese in 
questo sistema di sviluppate diviene 


dz To 1 
dr ot” (r? — a” a”) 1 
ovvero ; 


(6) N) 


nr? <7 
la quale mostra subito una proprieta geometrica di quelle curve. 

In questo caso « può ricevere tutti i valori reali, e per «= 1, si ottiene la 
curva 


dz a 
a Vea 


dz \° dz \° 
2 pea EEK, 2 tao 
east): 
la quale ci mostra che, nella curva corrispondente; se si prende PQ = a (Fig. 1) e 
pel punto Q si conduce una parallela alla normale, la parte di questa retta com- 


ovvero 
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presa fra l’asse e l’ordinata sarà costantemente eguale alla parte di asse compresa 
fra l’ ordinata e la tangente. 

13. L'integrazione dell’ equazione (6) dipende dalle funzioni ellittiche, ma quella 
della equazione (7) si fa immediatamente. Si ottiene da essa 


1 
r=ga@cosh.-, 
a 


che è l’ equazione di una catenaria avente per direttrice I’ asse delle z. E ricordando 
ora che la superficie di rivoluzione avente per meridiana una catenaria è di area 
minima se ne conchiude il teorema che: La classe delle superficie applicabili su 
quella di rivoluzione di area minima è costituita delle superficie sviluppate di quelle di 
curvatura costante negativa, e (per il teorema di Weingarten) delle superficie gobbe il 
cui elemento lineare prende la forma 


. ds°= dp°+ (p°+ a?) do’, 


e che si sanno completamente determinare. Quando dunque saranno conosciute le 
superficie di curvatura costante negativa, potremo dire di conoscere del tutto anche 
la classe di superficie applicabili su quelle di area minima. 

14. Passiamo ora alla ricerea delle elicoidi applicabili sulle sviluppate delle su- 
perficie pe = — a’, cioè a dire sulle superficie di area minima. 

L’ elemento lineare di un elicoide di cui z= 9 (u) è il profilo generatore; si 
può porre (N°. 2) sotto la forma 
u°g'(u)? 


dun du’-+ k° (u° + m?) dv? 


de | + 





essendo sempre 2rm il passo delle eliche, e k una costante arbitraria. 

Le elicoidi che cerchiamo sono quelle il cui elemento lineare può porsi sotto la 
forma (5); se dunque poniamo 

e+ a= k” (w+ m?), 

la funzione 9 che dà i profili generatori, delle elieoidi cercate, dovrà determinarsi 
mediante l'integrazione della equazione 
Wu ku? A 
wim fu + k’m’— a?’ 





(8) 


In questa ed m sono arbitrarie, e si hanno percid un numero infinito di elicoidi 
applicabili sulle superficie di area minima. | 
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_ L'integrazione generale di questa equazione è complicatissima, ed io non la farò 
che pel caso in cui si abbia 


es 
ere 
con che verrd ad ottenere un numero sempre infinito di elicoidi, giacché m resta 
arbitrario e soltanto compreso fra o e a. 
In questo caso la equazione (8) ci dà facilmente 











! 
LI Rg eee 
\/ nei, u+a—- m’ U Var u+ a'— m’ 


donde si ottiene 


a’— m? Va — m’ al. ea 
| a u) = = u a — m? nn SENS enger *— m? 
(9) z 9 ( ) V na + + m iP VE u?-+-a?—m? 














. . . . m . . a 
L'integrazione del secondo membro si fa subito ponendo x aio ottiene così 
finalmente 

F2 2 È 2 2 
a—m — m 
z=o(U)= euer BERND M arc senh—+C, 
m m U 


per l’equazione di un numero infinito di curve che sono profili generatori di altret- 
tante elicoidi applicabili sulle superficie di area minima. 

Per m= a, si ottiene la elicoide gobba a piano direttore. 

15. Fra le superficie gobbe applicabili su quelle a area minima ve ne sono un 
numero infinito che sono ben rimarchevoli. Esse sono le elicoidi generate da una 
retta che si muove appoggiandosi sopra una elica e facendo un angolo retto con 
questa elica, e un angolo costante qualunque colle generatrici del cilindro sul quale 
la elica è descritta. 

Sia infatti p il raggio della elica data, di passo 2xm, e « l’ angolo costante che 
le generatrici della elicoide fanno colle generatrici del cilindro, e sia « I’ angolo che 
il piano meridiano del cilindro fa col piano che projetta la generatrice sul piano 
delle xy. Indicando con u la lunghezza della generatrice contata a partire dalla elica 
data, e con » l’angolo del piano ZX col piano meridiano del cilindro di raggio p, 
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è chiaro che le equazioni della elicoide saranno 


x = p COS © +usena cos(o + a’), 
(10) y=psenw+ w sen « sen (o + a), 


3 — Mo +ucose, 


per cui si avrà 





(11) ds’= du?-+ 2 sen « (p sen x + m cot a) du do 
! 2 a 
+ (w + 2up Sur + =") sen°adw?. 
sen « sen & 


Ma osserviamo ora che le linee © e w non sono che le generatrici e le eliche delle 
elicoidi; e siccome le eliche possono ottenersi portando sulle generatrici una lunghezza 
costante a partire dalla elica data, che è ortogonale colle generatrici, se ne conclude, 
per un noto teorema di Gauss, che le linee p ed » sono ortogonali, e che quindi 
si ha 

(12) psena’ + mceota= 0: 


Ponendo dunque sen & do = dv, e cangiando nella equazione (10) « in u — nee 


? 
sen & 
si avrà 


a at fa Ne 
ds = du + (Wu + 7, dv 9 
sen? a 
la quale ci mostra che le elicoidi in questione sono applicabili sulla elicoide gobba 
a piano direttore, le cui eliche hanno per passo 


2rm 
(13) h= rai 
Il teorema è dunque dimostrato (*) 

16. Si vede di quì che si hanno un numero infinito di elicoidi gobbe applica- 
bili sopra una stessa superficie di area minima, come, per esempio, sopra una stessa 
elicoide gobba a piano direttore le cui eliche hanno per passo 2ra; è chiaro, infatti, 
che esisteranno un numero infinito di valori di.m e di « che soddisfino alla equa- 


m 


sen? « 





zione a — 





(*) Questo teorema era noto, ed io l’ho qui richiamato per servirmene nel N°. 17. 
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In questa equazione non comparisce p, e come d’altronde doveva avvenire l’elica direttrice 
può essere tracciata sopra un cilindro circolare tutt’ affatto qualunque. La linea di 
stringimento di queste elicoidi dipende semplicemente dal raggio di questo cilindro. Si vede 


seo | ; i DU ce 
infatti che la curvatura geodetica delle eliche è apr E dunque l’elica corrispon- 


dente ad u= 0, cioè quella distante dall’ elica direttrice di una lunghezza — = È 
(contata sulle generatrici), è una linea geodetica ed è per conseguenza anche la li- 
nea di stringimento. 

17. Mi piace di fare osservare che le elicoidi gobbe che ora ho studiato pos- 
sono considerarsi come le superficie luogo delle normali condotte a una elicoide qua- 
lunque lungo una stessa elica, o, in altri termini, che si ha il teorema: Le super- 
ficie luogo delle normali a una elicoide qualunque lungo una stessa elica sono a 
cono direttore di rivoluzione, e sono perciò nuove elicoidi di cui le eliche hanno 
lo stesso passo e lo stesso asse di quelle della elicoide data. 

‘Infatti, l'equazione di una elicoide di cui 2 = 9 (u) è il profilo generatore, e 
2rm il passo delle eliche, è (N°. 2) 


(14) 3 — marc lang? + 9 (Va? + y), 


e lungo una stessa elica di raggio p si ha + y’= p°. 
Se dunque X, Y, Z sono i coseni degli angoli della normale cogli assi si avrà 




















ve ALAS ES ETW, 
eV m+ e + (9) PVm + + p 9 (0)? 
(14/) terr 


ern 
e siccome p è costante lungo una stessa elica, se ne conclude che le normali al- 
l’ elicoide, lungo una stessa elica, fanno angoli costanti colle generatrici del cilindro 
su cui l’elica è descritta; e da ciò risulta facilmente tutto il teorema. 
18. Considerando dunque le elicoidi del N°. 15 come le superficie luogo delle 
normali lungo un elica all’ elicoide (14), si ha per la (14) 


m° + p°¢! (0)? 


sen'a=t 4; 
m +p +p ¢ (p)? 
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e il passo delle eliche della elicoide gobba a piano direttore su cui queste ultime 
superficie sono applicabili, è per conseguenza (per la (13)) 


2 


15 h = rm di ia Lai ; 
(19) m + p°g' (p) i 


e poichè h non può mai esser zero, se ne conclude che: In qualunque elicoide le 
eliche non possono essere mai linee di curvatura. Questa conseguenza d’ altronde 
si ottiene subito anche coll’ osservare che siccome le normali alle elicoidi lungo le 
eliche fanno angoli costanti coll’ asse, le loro indicatrici sferiche sono altrettanti cir- 
coli, e quindi per essere linee di curvatura dovrebbero essere piane. 

19. Per ciò che precede le infinite elicoidi luogo delle normali lungo ciascuna 
elica di una stessa elicoide qualunque si applicano tutte su quella gobba a piano di- 
rettore; però questa elicoide non è la stessa per ciascuna di quelle superficie. 

E facile d’ altronde di vedere che vi sono soltanto le elicoidi sviluppabili che 
godano della proprietà che le superficie elicoidali luogo delle loro normali lungo 
tutte le loro eliche si applichino tutte sulla stessa elicoide gobba a piano direttore, 
e quindi anche l’una sull’ altra. | 

Dalla formola (15) si vede infatti che per le elicoidi che godono della proprietà 
enunciata si deve avere 


po (o)? + m= igh 3 
Ce essendo una costante. 
Ora per queste superficie la formola (2) del N°. 2 da 





Cr+ Ps k2 (¢ 2\ 4,2 
Sii mL. ln (+ m’) dv?, 
che ponendo 
k 
Sali i= ree v3 Hl 


si trasforma nell’ altra 


ds°= dr°+ r? dv), 


che è la forma dell’ elemento lineare che conviene soltanto alle superficie svilup- 
pabili. 

20. Riassumendo adunque possiamo dire che: La classe delle superficie appli- 
cabil su quelle di area minima è costituita delle superficie sviluppate di quelle 
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di curvatura costante negativa, e delle superficie gobbe il cui elemento lineare può 
porsi sotto la forma 


ds’= de°+ (p? + a?) dv?. 


In questa classe di superficie applicabili si trovano le superficie di rivoluzione 
aventi per meridiane le curve (6), e le elicoidi il cui profilo generatore ha per 
equazione la (8). Vi sono inoltre le superficie gobbe elicoidali generate da una 
retta che si muove appoggiandosi sopra una elica e facendo un angolo retto con 
questa elica, e un angolo qualunque, ma costante, colle generatrici del cilindro 
sul quale questa elica è descritta. Queste elicoidi possono essere considerate come 
le superficie luogo delle normali a una elicoide qualunque lungo una stessa elica. 

21. Io m’arresterd ora un momento sulle più semplici superficie a area minima, 
e darò una formola semplicissima per la lunghezza dei due raggi di curvatura della 
superficie di rivoluzione generata dalla catenaria, e per quelli della elicoide gobba 
a piano direttore, espressi gli uni per I’ arco della curva meridiana, e gli altri per 
la lunghezza delle generatrici. 

Per queste superficie, l'elemento lineare ha la forma 


ds°= dp°+ (0° + a’) dv’, > 


ove p à l’arco di un meridiano per I’ una, e la lunghezza della generatrice per 
I’ altra. 

Indicando dunque con R, R' i due raggi di curvatura principali di queste su- 
perficie si avrà 


(16) re Ad ei xs er 
e poiche 
R + R' = 0, 
se ne dedurrà 
2 2 
(17) Ree es 





a 


che é la formola che testé citava. 
22. Riferendoci soltanto alla elicoide gobba a piano direttore, queste formole (16) 
e (17), dimostrano che lungo l’asse di stringimento della superficie la curvatura è 


. 1 . . . . . . . 
massima ed eguale a — è’ mentre i raggi di curvatura sono minimi ed eguali a a. 


È da osservarsi che a non è che il passo delle eliche diviso per 2r. 
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Ponendo p = pa, con x variabile, le formole (16) e (17) ei danno 
RR'=— (+4), R==*(°+1)a, 


e se ne deduce che mentre le lunghezze delle generatrici crescono, a partire dalla 
linea di stringimento, crescono pure le lunghezze dei raggi di curvatura e la curva- 
tura diminuisce; e se le lunghezze delle generatrici crescono come i numeri 1,2,3... 
i raggi di curvatura crescono come i numeri 17+ 1, 2°+ 1, 3*+ 1,... e la cur- 
vatura diminuisce come i quadrati di questi numeri. 

Osserverò ancora che chiamando « |’ angolo che le normali a questa elieoide 
fanno coll’ asse si ha 


p m 
coste Er, ovvero langa= — sa ; 
a p 


formola semplicissima che fa conoscere facilmente « quando è data la lunghezza della 
generatrice corrispondente al punto che si considera. Per questa formola la equazione 
(12) dà « =; , dunque le elicoidi gobbe luogo delle normali all’ elicoide gobba a 


piano direttore lungo le eliche inviluppano i cilindri sui quali queste eliche sono de- 
scritte, ed hanno queste stesse eliche per linee di stringimento. 


Superficie di rivoluzione sviluppate di quelle per le quali il rapporto 


a 


dei due raggi di curvatura è costante. 


23. Cerchiamo ora le superficie di rivoluzione sviluppate di quelle per le quali 
si ha 


(1) pira (k essendo una costante) 


relative al raggio di curvatura p. Pel teorema di Weingarten avremo subito per l’ele- 
mento lineare delle sviluppate delle superficie (1) i 


ok 
(2) ds? == dp + prtdv?. 


Facendo ora un ragionamento analogo a quello che abbiamo fatto al N°. 10, si 
vedrà che l’ equazione differenziale delle curve meridiane delle superficie cercate è 
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la seguente 


ZE SO ANSE SR 
= (Fr): kept. 1 dr, 


ove « è una costante arbitraria; : 

I! secondo membro di questa equazione è una differenziale binomia, e si vede 
che essa può integrarsi per tutti i valori interi di k. Io considererò soltanto il caso 
di k = — 2, nel quale si ha 


en drin, 


RI I i op Ans, 
2 ct Poe — 359° = 


da cul 


Dalla forma di questa equazione si riconosce che essa rappresenta un numero infi- 
nito (poichè « è arbitrario) di parabole cubiche che sono sviluppate di qualunque 
parabola ordinaria. Se ne conclude che: La classe di superficie di rivoluzione gene- 
rate da queste parabole cubiche, e che sono perciò tutte algebriche e del sesto or- 
dine, sono applicabili I’ una sull’ altra. Esse sono le superficie per le quali uno dei 
raggi di curvatura è doppio dell’ altro, e diretto in senso contrario, e sono relative 
alle linee di curvatura di doppio raggio. 

In queste superficie la curvatura geodetica dei paralleli varia inversamente al- 
l’arco del meridiano, e la curvatura della superficie varia inversamente al quadrato 
di questo arco. 

Nel teorema precedente |’ asse z è la direttrice della parabola. 


Di alcune superficie applicabili sulla ellissoide schiacciata di rivoluzione, 
sulla iperboloide gobba di rivoluzione, 
e sulla paraboloide ellittica pure di rivoluzione. 


24. La ellissoide schiacciata di rivoluzione è applicabile sulla superficie pure 
TE ; : : 2 x 
di rivoluzione generata dalla rotazione di una curva y = Lsen —, che è della 


specie di quella dei seni, attorno alla linea dei suor centri. 
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La ellissoide di rivoluzione 
3 2 


2e HO pad: AR 
(1) A? eto A; 12 B? 1 
può rappresentarsi colle equazioni 
x = Arcos. ; y=Arsenz, 
z2?— B?— B’r*. 
Si ha dunque pel suo elemento lineare. 
2 —A?\r 
(2) ds’— ee er 4 dr°+ r7dg’. 


Prendiamo ora la superficie pure di rivoluzione 


x = Lr cos? , 
(3 
y = Lrsen? , 
z=9(7), 


ove L è una costante arbitraria, e 9 una funzione pure arbitraria. Si avrà pel suo 
elemento lineare 

ds= {L?+ 9 (r)’ } dr°+r°dg°, 
talchè la classe di superficie di rivoluzione applicabile sulla ellissoide (1) sarà quella 


definita dalle equazioni (3), nelle quali L è arbitrario, e 9 è determinato dietro la 
condizione 


(4) Liar ai 


Ar 





Nel caso di L qualunque, l’integrazione dipende dalle funzioni ellittiche, ma 
quando I’ ellissoide è schiacciata vi è un valore di L che semplifica moltissimo. 
Osserviamo infatti che la equazione (4) può scriversi 


B? 


2 I po 20 02 n 
L?+- 0 (r)’= A a: 





se dunque si pone L?= A°— B’, 
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ciò che porta che I’ ellissoide sia schiacciata (onde avere superficie reali), 1’ equazione 
precedente si ridurrà all’ altra 


2 
g (n= 1 ls pi? che darà g(r) = Bare senr, 





cid che mostra appunto che la superficie 


2 2 
om B° CS i 3 — sen? È = 0 ’ 

è applicabile sulla ellissoide schiacciata (1). 

Si può notare che quando fra gli assi della ellissoide si verifica la relazione 
A =By2, la curva meridiana della superficie di rivoluzione che abbiamo visto ap- 
plicarsi sulla ellissoide schiacciata, è la vera curva dei seni. 

25. Vediamo ora se è possibile di determinare almeno alcune fra le superficie 
elicoidali applicabili sulla ellissoide. 

Prendendo al solito I’ elemento lineare delle elicoidi 


2 u o ( Ÿ: 2 a 2 
dst ee sith 2 a 
S | += a} du + k? (u + m?) dv”, 





e ponendo r=u-+m, 


si vedrà, per la equazione (2), che le equazioni z= 9 (u) dei profili generatori 
delle elicoidi applicabili sulla ellissoide (1), si otterrebbero integrando la equazione 


AZ (B’— A?) Rue Bm? — Am? 


1 — Lu = lm? 1 k?u°— u + m+ u? oF (u)? 





nella quale k ed m sono arbitrarie. 
L’ integrazione si effettua quando fra k ed m si stabilisca la relazione 


km? == 1 9 
che riduce la equazione precedente all’ altra 
| (B°— A’) +1} u?+ B+ m= — uw 9 (u), 


la quale (quando si vogliano elicoidi reali) non può sussistere che per A >B, cioè 
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42 ANNALI DI MATEMATICA 


quando l’ellissoide e schiacciata. In questo caso si dovrà anche avere 


(B°— A)k+1=—h, e quindi m=\V oi _ BI), 


h essendo un numero arbitrario, ma positivo. 
Per queste posizioni I’ equazione precedente diverrà 


g' (u) = VAI -- = (A°+hB?), 


e se ne trarrà facilmente 





a re a eee 2 2 
ki 1 k à h +1 
VE 1 ne tes ze 


per le equazioni dei profili di un numero infinito di elicoidi, aventi per passo delle loro eli- 





1 2 2 PRET ue SRI Er 
che 27 Vi A (A°— B°), e applicabili tutte sulla ellissoide schiacciata di rivo- 


luzione. 
Per h negativo ed A e B qualunque, queste elicoidi cessano di essere reali ; 
però è da osservare che prendendo 
A? NER A. TT 
h= Bi: si ottiene Art u Ver 
e questa ci mostra che esistono due elicoidi rigate immaginarie applicabili sull’ ellis- 
soide di rivoluzione nelle quali le generatrici rettilinee sono parallele agli asintoti 
dell’ ellisse meridiana. Il passo delle eliche in queste elicoidi è 2rB /—1. 

Si generalizza così ciò che abbiamo detto al N°. 5. trattando della sfera. Si po- 
trebbe pur vedere che vi è una elicoide gobba a piano direttore e immaginaria ap- 
plicabile sulla ellissoide. Essa si ottiene prendendo. 

den 
TR Be NN 
La linea di stringimento sarebbe l’asse delle 2. 
26. La iperboloide di rivoluzione a una falda è applicabile sulla mi 


pure di rivoluzione generata della rotazione della curva y = L cos h 7 si] attor- 
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no all’asse delle z. Questa curva è della specie della catenaria, ma non può es- 
sere mai la vera catenaria. Questo teorema si dimostra in un modo analogo a quello 
con cui abbiamo dimostrato il teorema del N°. 24 sulla ellissoide. In questo caso se 


ea TEA 
(3) mast 


2 
ae OF 


BET 
è l’ equazione della iperboloide , si ha 
L=VA"+ B’, M=B, 
Le 
M 


27. Con calcoli analoghi a quelli che abbiamo fatti tante volte si troverà che 
l’ equazione 


i e perciò la curva y = Lcosh. non può essere mai la catenaria. 


A (A? + BY) u?— (A? + B°) km? 


(6) TOP LE Ku? = + m?+ vo (u), 


integrata, darebbe i profili z = (uw) generatori delle elicoidi applicabili sulla iperbo- 
loide gobba (5). L'integrazione si effettua subito ponendo 


km? = 1, 


ciò che lascia ancora m arbitrario e soltanto compreso fra 0 e YA? B?. 


LI 


Dietro questa relazione, quando m è compreso fra 0 e B si ottiene 


1 ciance e iaia Le Dash ne 
t= oll) =o — = V(A?-+ B°— m?) w+ m°B°— mi 


m. m Bm 
UD = marc anti 0 SZ, 
= VB are se (È VEE N 


e quando m è compreso fra B e VA?-+ B? 


VAE B?— m?) u?+ m’B’— mi 


di 
m 


+ Ym?’— B? are sen (= ri UA | 
UV A’+B’— m’ 


/ 


2=q{u) = + 
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per le equazioni dei profili di un numero infinito di elicoidi applicabili sulla iperbo- 
loide gobba (5). I 

Per m = B queste equazioni si riducono all’ altra 


= Qu 


la quale ci mostra che la elicoide gobba generata da una retta che. si muove ap- 
poggiandosi sopra un’asse e facente con quest’ asse un angolo costante la cui tan- 


gente trigometrica è + A (restando cioè parallela agli assintoti della Iperbola me- 


ridiana), e descrivendo coi suoi punti delle eliche di passo 27B, è applicabile 
sulla iperboloide (5). 
28. Ponendo nella equazione (6) fra k ed m le relazioni 


1 — (A+ B°) k'= 0 ; A?k?— (A2+ B’) kim? —1 + 2k°m°=0, 
cioè a dire ponendo 


: 1 


= To: DEE 


la equazione (6) diviene pure integrabile e da 

(7) 2 = ¢ (u) = B are cos =, 
per I’ equazione di un profilo generatore di una elicoide applicabile sulla iperboloi- 
de (5). Questo profilo é la curva detta delle secanti. 

Però la elicoide che ha per profilo la curva (7) è pure rigata ed è quella tro- 


vata dal Sig. Bonnet (*). Infatti le equazioni della elicoide che ha per profilo la 
curva (7) sono 


A 
Xx =UC050, y=useno, z = Blo + arc cos— 
u 


Prendendo » dalla terza e ponendolo nelle due prime si trova per la equazione in 
(x, y, 2) della elicoide 


2 
x — A cos = 
B 2 
_—— = fang = 
Akon ° B 
J B 


(*) V. Memoire sur la théorie generale des surfaces 1848. 
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ovvero 


NE 2 A 

CE D AE NE ar cos 

e questa equazione mostra che la elicoide in questione è generata da una retta che 
si muove parallelamente al piano xy restando sempre tangente a un cilindro cir- 
colare di raggio A e descrivendo col suo punto di contatto una elica di passo 2rB. 
29. Però le due elicoidi gobbe che abbiamo visto applicarsi sulle iperboloide di 
rivoluzione ad una falda non sono che due superficie particolari di una classe di 
elicoidi, gobbe esse pure, che si applicano sulla stessa iperboloide. E facile infatti 
di dimostrare che: Le elicoidi generate da una retta che si muove appoggiandosi 
su di una elica descritta sopra un cilindro di rivoluzione qualunque, o facendo 


1 T . 
un angolo costante differente da 5 cm quella elica, e un angolo qualunque, ma 


costante, colle generatrici del cilindro sul quale la elica è descritta si applicano 
sulla. Iperboloide di rivoluzione a una falda. 

Osserviamo infatti che servendosi delle notazioni del N° 15 potremo rappresen- 
tare le elicoidi in questione mediante le equazioni 


x =pc050+usena cos (0 + «) 
(8) y = p Sen w + u sen « sen (0 + «) 
3 = Mo + U COS à ; 


però in questo caso le linee w ed © cioè le eliche e le generatrici non saranno or- 
togonali. Avremo dunque 


ds°= du°+ 2 (p sen «+ m cot a) sen « du do 


COS al 
sen a 





2 m” 
+(u+ 2up + in) sen’ada*. 


cos a 





ovvero, ponendo sen «do = dv, e cangiando u in u — p ; 
sen & 


ds’—= du’—+ 2(p sen a'+ m cot a) du dv 


2 | 2 
sen a+ m 
Be (jaca E RE 
sen & 


e in questo caso non si avrà mai 


o sen a + mcota = 0° 
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Osserviamo ora che I’ iperboloide 
2 2 


x 2° 
(9) + CS Co 


può considerarsi come quella di queste elicoidi per la quale si ha 


I T 


MU, Ep p—=A lang a 


B ’ 
si avrà “dunque per questa superficie 
ds?— du? + 2Adu dv + (u°+ A?+ BP) do’. 


e si vede di quì che, onde la elicoide (8) sia applicabile sulla iperboloide (9), si deve 
avere (poichè le eliche e le generatrici devono corrispondere ai paralleli e alle generatrici) 


A=psen«a + m cote 


(10) A°+ Bee o° sen°a + m? 
sen’« 


Ovvero A=psena' + m cota 
B = psen «a cosa— msena, 


e poichè ad ogni sistema di valori di A e B corrispondono infiniti sistemi di valori 
di p, m, a, a, mentre ad ogni sistema di valori di p, m, a, « ne corrisponde uno 
solo per A.e B, se ne conclude che data una iperboloide esiste sempre un nume- 
ro infinito di elicoidi rigate applicabili su essa, mentre data una di queste elicoidi 
esisterà sempre una e una sola iperboloide applicabile su essa. Ciò ci conferma an- 
che il teorema che ci dice che due iperboloidi non possono applicarsi luna sul- 
I’ altra. 

30. Le elicoidi gobbe che abbiamo trovate ai N’. 27 e 28 non sono che due 
superficie particolari di quelle che abbiamo considerato nel teorema precedente. 

Facendo infatti nelle equazioni (10) «'= 0 si trova 


lanpia = a a 


>| bo 


cioè si ha la prima di quelle elicoidi. 
T . . « . . 
Facendo « => Si trova p sen a—=A, m=Be se si cerca la elica di strin- 


gimento di questa superficie si vedrà appunto che essa è descritta sopra un cilindro 
di raggio A. 
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31. Osserviamo adesso che se si classano le elicoidi rigate in due famiglie; quelle 
dell’una essendo tali che le loro generatrici siano trajettorie ortogonali delle eliche, 
e quelle dell’ altra siano trajettorie sì ma non ortogonali delle eliche, si potrà dire 
(pei teoremi dei N’ 15 e 29) che le elicoidi della prima famiglia si applicano sem- 
pre sopra una data classe di superficie di area minima, mentre le elicoidi della se- 
conda famiglia si applicano sempre sopra una iperboloide di rivoluzione ad una 
falda (*). 
32. Terminerò osservando che se 27+ y°= 2pz è I’ equazione di una parabo- 
loide ellittica di rivoluzione, |’ equazione 


1 k4 1 mp 
ae ae Be AS 2 A os € RER. Len 
2 VISE m’ — 5 mp are COS aa + C 


ove k è arbitrario, e m è legato a k dalla relazione 


ae Er A 
m’ m? 7 


ci dà i profili generatori di un numero infinito di elicoidi nelle quali il passo delle 
eliche è 27m, e che sono applicabili su quella paraboloide. 


Parigi, Febbrajo 1865. 


(*) Dopo la redazione di questa memoria ho visto che anche il Sig. Bour aveva segnalato queste 
proprietà delle elicoidi gobbe. V. Théorie de la deformations de Surfaces Journ. de l’Ecole Polyt. 1862. 
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SULL'INVERSIONE QUADRICA DELLE CURVE PIANE. 


MENORIA 


DI 


T. A. HIRST (*). 











Introduzione. 


1. Il metodo di inversione che forma I’ argomento di questa memoria è un’ im- 
mediata generalizzazione di quello che ora è universalmente adoperato. In luogo di 
un circolo fisso coll’ origine nel suo centro, si prende come curva fondamentale una 
qualsivoglia conica (quädrica) fissa, e si pone l’origine in un punto qualunque del 
suo piano. Per tal modo parecchie relazioni descrittive che nella teoria ordinaria 
sono mascherate, riguadagnano quella generalità e quel risalto che loro competono. 
Essendomi da molto tempo convinto della wtzlzta di questo metodo generalizzato di 
inversione, credo desiderabile che se ne stabiliscano i primi principii generali, collo 
scopo di futuri rinvii. E siccome vorrei che il lettore si famigliarizzasse il più pos- 
sibile cogli effetti della inversione, così faccio uso di considerazioni puramente geo- 
metriche e do sempre la preferenza alla diretta e immediata contemplazione delle 
varie forme geometriche che si offrono da sè stesse. Gli esempi introdotti di quando 
in quando non hanno altro fine che quello di illustrare la teoria; essi non mettono 
in chiaro tutta la potenza del metodo. Inoltre, affinchè questa memoria destinata ad 
essere inserita nei Proceedings della Società Reale non ricevesse troppa estensione, non 
si è tentato di assoggettare quei casi speciali ad una trattazione completa. Le figure 
sono, per la maggior parte semplici; data quella che è la fondamentale, le altre sono 
agevoli a delinearsi o a imaginarsi; nel trattare poi degli effetti dell’ inversione sulle 
singolarità superiori delle curve, ho creduto conveniente di rinviare per mezzo delle 
iniziali (%. ©), il lettore ad articoli e a figure della elaborata opera Theorie der 
algebraischen Curven di Prücker. La relazione che il metodo presente ha con quello, 
un po’ più generale, della trasformazione quàdrica, sviluppato nel 1832 da STEINER 
nel suo libro Geometrische Gestalten, e da Macnus nell 8° volume del giornale di 


(*) Estratta dai Proceedings della Società Reale di Londra, 2 marzo 1865. Stimiamo cosa buona e 
utile il far conoscere ai lettori degli Annali questo importante ed elegantissimo lavoro del nostro amico, 
il Sig. Hirst.— Chiediamo poi licenza di derivare quadrico da quadro, come cubico da cubo (LUIGI 
CREMONA). 


Tom. VII. N. 2. i 
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CreLLe, offre alcuni punti importanti sui quali mi propongo di ritornare in una 
futura occasione (*). | 

Definizioni. 

2. Due punti, p e p', coniugati fra loro rispetto ad una data conica fonda- 
mentale (F), ed altresì collineari con un’ origine fissa A nel piano di questa, si 
chiameranno inversi fra loro relativamente alla conica ed all’ origine. In altre pa- 
role, l’inverso di un punto è l'intersezione della sua polare, rispetto ad (F), colla 
retta che va da esso all'origine. Se ne deduce a dirittura la seguente proprietà: 

i. Le diverse coppie di punti inversi p, p' su di una retta qualunque R pas- 
sante per l’origine A, formano un’ involuzione, à punti doppi della quale sono le 
intersezioni reali o imaginarie di quella retta colla conica fondamentale (F). 

Due curve si diranno inverse fra loro quando i punti dell’ una sono gli inversi 
dei punti dell'altra. Qualche volta I’ ultima è riferita alla primitiva, e la prima alla 
sua inversa; ma la relazione fra le due curve è scambievole, ed esse non si distin- 
guono che per convenienza di espressione. Per raggiungere un chiaro concetto delle 
varie relazioni che esistono fra le curve inverse, trovo conveniente di collocare l’ori- 
gine A fuori della conica fondamentale (F). Le modificazioni da introdursi quando 
l’origine è situata altrimenti sono affatto ovvie, e, tranne pochi casi, non vi si 
farà speciale allusione. 





3. Adottando le denominazioni introdotte da Macnus, l’origine A e i due punti 
di contatto B e C delle tangenti tirate per A alla conica fondamentale (F) si chia- 











(*) Non senza interesse ho trovato di recente che il metodo dell’ inversione quàdrica fu esplicitamente 
suggerito, quantunque non sviluppato, dal prof. BeLLAVITIS di Padova, non meno di ventisette anni fa. 


PURA ED APPLICATA. 51 
meranno punti principali; il triangolo che ha in essi i suoi vertici triangolo prin- 
cipale ; e i lati del medesimo, BC, AB, AC, cioè le polari A, B, C, rette principali. 
Talvolta converrà considerare B e C come distinti da A, che è sempre reale; quei 
due si diranno allora à punti fondamentali, e le rette principali AB, AC, che ivi 
toccano (F), si chiameranno analogamente le rette fondamentali, polari di B, C. 

4. Cid premesso, è chiaro dall’ art. 2 che, in generale, un punto p ha un solo 
inverso p’. Non fanno eccezione che i tre punti principali, ciascuno de’quali è evi- 
dentemente inverso ad ogni punto della retta principale che è la sua polare. È inol- 
tre evidente che ciascun punto della conica fondamentale (F) coincide col proprio 
inverso; e che i punti di (F) sono i soli dotati di questa proprietà. 

Se ne inferisce, senza difficoltà, il seguente teorema: 

i. Se due curve hanno un contatto (r)P" in un punto p che non sia sopra 
una retta principale, anche le loro inverse avranno un contatto (vr)? nel punto 
inverso p'. 

Relazione fra gli ordini delle curve inverse. 

5. L'ordine della curva inversa ad una data curva (P) d’ordine n può essere 
facilmente determinato. In primo luogo, siccome (P) ha n punti su ciascuna delle 
rette principali, la sua inversa passerà n volte per ciascuno de’ punti principali 
(art. 4); e in secondo luogo, siccome una retta R condotta per l’origine A inter- 
seca (P) in n punti, nessuno de’ quali è in generale situato nella retta principale 
BC, polare di A, così la medesima retta R intersecherà la curva inversa, non sol- 
tanto in n punti coincidenti coll’ origine, ma anche in » altri punti distinti da A. 
Dunque 

L’ inversa quadrica completa di una curva qualunque dell’ ordine n è una curva 
dell’ ordine 2n, che ha un punto multiplo del grado n in ciascuno dei tre punti 
principali. 

6. Si è detto completa perchè in certe circostanze la curva inversa si decom- 
pone in una o più delle rette principali, ciascuna presa una o più volte, ed in una 
effettiva curva inversa (P') d’ ordine minore, la quale passa un minor numero di 


Considerando la data della sua pubblicazione, la memoria, nell’ ultimo paragrafo della quale è sugge- 
rito quel metodo, è rimarchevole per più rispetti. Ha per titolo Saggio di Geometria derivata, e fa 
parte del 4° volume dei Nuovi Saggi dell’ i. r. Accademia di scienze, lettere ed arti di Padova. Due 
anni prima, cioè nel 1836, lo stesso geometra aveva esposti completamente i principii dell’ ordinario 
metodo dell’ inversione circolare; la quale ultima, dopo un lasso di sette anni fu proposta (sembra) per 
la prima volta in Inghilterra dal sig. J. W. Sruggs in una memoria On the application of a new me- 
thod to the geometry of curves and curves surfaces, inserita nel Philosophical Magazine vol. XXIII. 
pag. 338. (T. A. H.). 
* 
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volte pei punti principali. Ciò accade, per l’art. 4., quando la curva primitiva (P) 
ha dei rami passanti per un punto principale; ed è evidente che I’ ordine di (P') 
sarà 2n diminuito del numero totale di quei rami. Inoltre la moltiplicità di un punto 
principale per (P')sarà n diminuito del numero di volte che le due rette principali 
incrociate ivi entrano a far parte della inversa completa ; in altre parole, n diminuito 
del numero di volte che la curva primitiva (P) passa pei poli di quelle rette prin- 
cipali. 

Quindi se a, b, c indicano rispettivamente i gradi di moltiplicità dei punti prin- 
cipali A, B,C per la curva (P), e se a'b'c' hanno lo stesso significato rispetto alla 
curva inversa (P') d’ordine n', avremo 


n= In —a— b—c, 


— n—b—c, 


b= n—a—b, 
c= n—a—c, 


Queste equazioni si possono trasformare in quelle che ne risulterebbero col sem- 
plice scambio delle lettere accentate colle analoghe non accentate ; il che mostra 
esistere fra le curve inverse effettive la stessa relazione mutua jcome tra i punti 
inversi. In virtù di questa mutua relazione i teoremi che si incontreranno in se- 
guito sono tutti reciprocamente veri; l’ enunciazione dei teoremi reciproci può adun- 
que essere omessa in ogni caso. 

7. Le equazioni superiori danno anche le seguenti relazioni 


n—(a’+b+c)=(a+b+e)—n=n—n' 
n —a'=n—a;n—b=n—c,n—c=—n —b, 


donde apprendiamo che 

i. La differenza tra gli ordini di due curve inverse è numericamente eguale 
alla differenza tra l'ordine d’ una di esse e il numero totale de’suoî passaggi 
pet tre punti principali. Quest’ ultima differenza ha diverso segno per le due curve. 

ii. Perchè una curva sia dello stesso ordine della sua inversa, e passi lo 
stesso numero di volte per ciascuno dei punti principali , è necessario e sufficiente 
1° che il suo ordine sia eguale al numero totale de’ suoi passaggi pet tre punti 
principali; 2° che passi lo stesso numero di volte pei due punti fondamentali. 

Per mezzo del secondo teorema sarebbe facile determinare il numero e la na- 
tura delle varie curve di un dato ordine che hanno curve inverse dello stesso or- 
dine e dotate di analoghe proprietà rispetto ai punti principali. Però questa deter- 


a 
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minazione e la soluzione della quistione affine « sotto quali condizioni una curva 
di dato ordine può coincidere colla propria inversa » formeranno più propriamente 
l’ argomento di una memoria separata. Qui basterà notare che una retta passante 
per l’origine, e la conica fondamentale riguardata come curva primitiva, sono i più 
semplici esempi di linee coincidenti colle proprie inverse. Ad un altro esempio si 
accenna nell’art. 11. es. 3° 


Coniche inverse di linee rette. 


8. Dagli art. 2 e 6, come anche direttamente da prineipii geometrici elemen- 
tari (*), segue che 

i. L’ inversa di una retta è, in generale, una conica passante pei tre punti 
principali, per le due intersezioni della conica fondamentale colla retta primitiva, 
e pel polo di questa rispetto a quella. 

Ma quando la retta primitiva passa per un punto principale, la conica inversa 
st decompone nella retta principale, polare di quel punto, e in un’altra retta (l in- 
versa effettiva) passante pel punto principale opposto a quella retta principale 
(art. 4). Così: 

ii. L’ inversa effettiva di una retta passante per uno dei due punti fondamen- 
tali è una retta passante per l’altro, e queste rette inverse si segano sempre sulla 
conica fondamentale. 

Da questo ce dal teorema i. art. 4 segue immediatamente: 

iii. Se U’ una di due curve inverse ha un contatto (r)P“"* (non sopra una retta 
principale) con una retta passante per un punto fondamentale, l’altra avrà un 
contatto (vr)? colla retta inversa che passa per l’altro punto fondamentale; e à 
punti di contatto, essendo inversi fra loro, sono collineari coll’ origine. 

In breve si esaminerà completamente la modificazione che questo teorema subi- 
sce quando uno dei punti di contatto cade in una retta principale. 

9. La retta all’ infinito ha pur essa la sua conica inversa (I), che è d’impor- 
tanza in certe ricerche connesse coll’ inversione. Osservando (art. 2) che I’ inverso 
del punto all’ infinito di una retta R, che passi per l’origine, è il punto di mezzo 
del segmento che (F) intercetta su R, e che (art. 4.) i punti all’ infinito di (F) ap- 
partengono necessariamente anche ad (I), si vedrà che 

i. La conica (I) circoscritta al triangolo principale , che è inversa della retta 





(*) Un’ elegante dimostrazione di questo teorema, identica con quella elementare a cui si fa allu- 
sione, è stata inserita dal sig. CHASLEs All’ art. 209 del suo eccellente Traité des sections coniques (T.A.H.). 
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all’infinito , € simile e similmente posta alla conica fondamentale, della quale ta- 
glia pel mezzo tutte le corde convergenti all’ origine. 

Per mezzo di questa conica (I) si possono costruire facilmente gli assintoti di 
qualunque curva inversa. Siccome però l'articolo seguente è consacrato alla costru- 
zione della tangente in un punto qualunque di una curva inversa, basterà per ora 
di notare i seguenti ovvii corollari del teorema superiore : 

ii. Gli assintoti dell’ una fra due curve inverse sono rispettivamente paralleli 
alle rette che vanno dall’ origine alle intersezioni dell’ altra curva colla conica (1) 
che è circoscritta al triangolo principale ed è simile e similmente posta alla conica 
fondamentale (F). 

ii. La conica inversa di una data retta è un’ iperbola o un’ ellisse secondochè 
questa retta taglia, tocca o non incontra la conica (1) che è circoscritta ecc. 

La conica (F) ed il circolo circoscritto al triangolo principale ABC hanno, oltre 
a BC, un’altra corda comune H (coniugata con BC), che è l’ inversa di quel cir- 
colo (art. 8, i.), e questa corda è manifestamente la sola retta nel piano .la cui 
inversa sia un circolo. Le intersezioni imaginarie di H con. (I) sono inverse ai punti 
circolari all’ infinito , epperò giacciono insieme con questi su due rette imaginarie 
incrociate nell’ origine A. i 

È poi ben noto che tutte le corde di (I) che sottendono un angolo retto di vertice A 
passano per un punto fisso h (*). Le coniche inverse di tali corde sono, com’ é facile 
a persuadersene, iperbole equilatere, passanti tutte, come le linee primitive per uno 
stesso punto h', l'inverso di h; questo punto h' si sa essere |’ intersezione delle tre 
altezze del triangolo ABC, a cui sono circoscritte tutte le iperbole equilatere (**). 
Inoltre da un noto teorema segue che le corde di (I) sottendenti un angolo costante 
di vertice A inviluppano una conica che ha doppio contatto con (I) negli inversi dei 
punti circolari, ossia nelle intersezioni imaginarie di (I) ed H, e viceversa, che 
tutte le tangenti di quella conica intercettano sopra (I) un arco che sottende un 
angolo costante di vertice A (***). Le coniche inverse delle tangenti, quando que- 
ste tagliano effettivamente (I), sono iperbole i cui assintoti comprendono un angolo 
costante, ossia (per abbracciare tutti i casi) sono coniche simili. Ora per gli art. 4 
e 6, l’inversa di una conica avente doppio contatto con (I) negli inversi dei punti 











(*) SALMON, Conic sections, 4 ed. art. 181, ex. 2. (T. A. H.) 

(**) Ibid. art. 228, ex 1. Due distinti teoremi sulle coniche sono così ridotti a sovrapposizione, me- 
diante |’ inversione; e ci danno un semplice esempio della dualità che questo metodo, come quello delle 
polari reciproche, conferisce ad ogni teorema. (T. A. H.). 

(***) CHASLES, Sections coniques, art. 473, 474; ed anche SALMON, Conic. sections, art. 276, 277, 
296. (T.A.H.). 
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eircolari è, in generale, una curva del quart’ ordine avente tre punti doppi in 
A, B, C, e tangente nei punti circolari alla retta all’ infinito. Questa curva è dun- 
que anche I’ inviluppo delle coniche simili circoscritte al triangolo ABC (+). È 
chiaro che il punto h appartiene alla serie delle coniche aventi doppio contatto con (I), 
e che H è la sua polare rispetto ad (I)... (FF), così che noi possiamo riassumerei 
come segue: 

iv. Le rette le cui coniche inverse sono iperbole equilatere , passano tutte pel 
punto h inverso dell’ intersezione delle tre altezze del triangolo principale; il cir- 
colo circoscritto a questo triangolo è l’ inverso della polare H del punto h, rispetto 
alla conica (!) che è inversa della retta all’ infinito; le intersezioni imaginarie di 
H ed (I) sono inverse dei punti circolari, e tutte le rette che inviluppano una co- 
nica (2) avente doppio contatto in questi punti inversi colla conica (I) sono inverse 
a coniche simili fra loro. 


Tangenti alle curve inverse nei punti inverse. 


10. Ad un fascio di rette L, il cui centro sia p, corrisponde, per |’ inversione 
quadrica, un fascio di coniche (L') passanti pei tre punti principali (art. 8, i.) e 
pel punto inverso p. Ad ogni elemento dell’ un fascio corrisponde manifestamente 
un solo elemento dell’ altro; di maniera che le rette L per pe le tangenti L’, in filo 
alle rispettive coniche inverse (L’) costituiscono due fasci omografici (+++); © sie- 
come due raggi corrispondenti dei fasci coincidono con pp', così le rette di ogni al- 
tro pajo si intersecheranno sopra una retta fissa D (vedi la figura). Siccome poi, ai 
raggi pB, pG corrispondono rispettivamente i raggi p'C, pB (art. 8, ii), così è evidente 
che la retta D non è altro che una delle tre diagonali del quadrilatero completo 





(+) Di qui si deduce facilmente una nuova definizione dell’ interessante curva del 4° ordine e 3° classe 
(con tre regressi, una tangente doppia all’infinito e i contatti ne’ punti circolari), che si è presentata 
a STEINER come inviluppo della retta che passa pei piedi delle perpendicolari abbassate da un punto 
qualunque di un circolo sui lati di un triangolo inscritto, e della quale egli ha enunciate molte rimar- 
chevoli proprietà in una memoria inserita nel vol. 53 del giornale di Crelle (*). In fatti quella curva 
è l’ inviluppo di un’ iperbole equilatera circoscritta ad un triangolo equilatero ed avente à suoi as- 
sintoti inclinati fra loro come due lati di quel triangolo. La stessa curva si può generare anche come 
un’ ipocicloide ed è identica con quella la cui equazione si trova a pag. 214 dell’ opera Higher plane cur- 
ves di SALMON (T. A, H.). 

(Fr) CHASLES, Sections coniques, art. 474 (T. A. H.). 

(+++) Caas es, Principe de correspondance entre deux objets variables (Comptes rendus , 24 de- 
cemb. 1855) e Sections coniques art. 325. Vedi anche CREMONA, Teoria geometrica delle curve piane, 
wi. (IAA. Hi). 


(*) Vedi la mia memoria Sur UVhypocycloide à trois rebroussements nel vol. 64 del giornale di Crelle-Borchardt, 
p. 101. (L. C.). 
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pBpC, le altre due diagonali del quale sono pp' e BC. Quindi se queste si interse- 
cano in a, la retta D passerà, in virtù di una ben nota proprietà del quadrilatero, 
pei punti d', ed « coniugati di a rispetto a pp' e BC. Ma « si vede subito essere 
il polo di pp‘, ossia R, rispetto alla conica fondamentale; così che d, I’ inverso di d', 
dev’ essere il polo di D, ossia «d', come anche il coniugato armonico di A rispetto 
a pp (art. 2, i.). Per conseguenza, dal fatto che quando L tocca in p una curva 
primitiva (P), la conica (L') epperò la sua tangente L' dee toccare in p' la curva 
inversa (P’)... (art. 4, i.), noi possiamo dedurre il seguente teorema, per mezzo del 
quale si può facilmente costruire, per tutte le posizioni dell’ origine, la tangente in 
un punto qualunque della curva inversa di una data: 

i. Le tangenti in due punti inversi di due curve inverse s’ intersecano sulla 
polare, relativa alla conica fondamentale, del punto coniugato armonico dell’ ori- 
gine rispetto at punti di contatto. 

Di qui s’inferisce inoltre: 

ii. Ad un punto multiplo di una curva (il quale non sia sopra una retta prin- 
cipale) corrisponde nella curva inversa un punto multiplo dello stesso grado di 
moltiplicita, e le tangenti ai rami corrispondenti (inversi) sz intersecano sulla polare, 
relativa alla conica fondamentale, del punto coniugato armonico dell’ origine rispetto 
ai due punti multipli. 

La realtà, il contatto e la generale distribuzione dei varii rami saranno comuni 
ai due punti multipli; i quali non differiranno che in certe proprietà secondarie. 
Per es. un ramo inflesso in uno di questi punti non corrisponderà in generale ad 
un ramo inflesso nell’ altro; ma questo ramo avrà nel secondo punto multiplo un 
contatto tripunto colla conica inversa della retta che tocca il ramo inflesso nel primo 
punto multiplo. | 

11. Le tangenti a due curve inverse nei punli principali si possano investigare 
come segue. 

Esclusi i punti principali B e C, la curva primitiva (P) intersechi la retta prin- 
cipale BC nei punti a, &,, «,,...; e imaginiamo una retta R che ruoti intorno al- 
l’origine A. Escluso A, questa retta R intersechi (P) in n — a punti p, rispetti- 
vamente inversi degli n'— a' in cui essa interseca la curva inversa (P')... (art. 7). 
È chiaro che ogni qualvolta, per la rotazione di R, p si avvicina ad uno dei punti «, 
allora p' si accosta a coincidere con A, così che R toccherà ivi un ramo di (P'); 
e più generalmente, se R ha un contatto (r — 1)? in « con (P), essa avrà si- 
multaneamente in A un contatto (r)?“ con uno dei rami di (P'). 

Similmente, se (P) interseca la retta fondamentale AC nei punti ß, fx, 6,,..., 
esclusi A e C, e se una retta R,, girando intorno a B, interseca (P) in n — è punti p, 
i loro n'— c' punti inversi p' (art. 7) saranno le intersezioni di (P‘) colla retta R, 
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inversa di R, e passante per C (art. 8, ii.). Due punti inversi p, p sono poi sem- 
pre in linea retta con A (art. 2). Donde segue che ogni qualvolta, per la rotazione 
di R,, due punti p e ß si avvicinano, il punto inverso p si avvieinerà a C ed ivi 
la retta R, toccherà un ramo di (P); e, come sopra, se R, ha un contatto (r—1)P""® 
con (P) in un punto £, R, avrà in C un contatto (r)?“"” con un ramo di (P'). 

In modo analogo la retta R,, che congiunge C con una delle intersezioni y di 
AB e (P), ha per sua inversa una retta R,, tangente in B ad un ramo di (P'). 
Tutti questi casi sono inclusi nei seguenti teoremi: 

i. Le tangenti in un punto principale all’ una di due curve inverse sono ri- 
spettivamente inverse alle rette che uniscono le intersezioni dell’ altra curva colla 
retta principale, polare di quel punto, al punto principale opposto. 

ii. Se una retta non principale ha un contatto (r)?"" in un punto principale 
con un ramo di una curva, la retta inversa avrà un contatto (r — 1)?" colla 
curva inversa sulla retta principale polare di quel punto. 

Il secondo di questo teorema è leggermente modificato come si vedrà nell’ arti- 
colo seguente, quando la retta del contatto (r)?“*° è principale; il primo teorema, 
quantunque sempre vero, diviene suscettibile di questo semplice enunciato : 

iii. Se l’una di due curve inverse ha un ramo toccato in un punto princi- 
pale da una retta principale, l’altra curva ha un ramo toccato dalla polare di 
quel punto nel polo di questa retta. 

I seguenti esempi serviranno ad illustrazione di questi tre teoremi. 

Es. 1° Se la linea primitiva è una retta segante le rette principali risp. in @,ß,7, 
(vedi la figura) Aa sarà la tangente in A alla conica inversa; e se BS, Cy s’in- 
tersecano in p, il punto inverso p' è il polo di BC rispetto alla conica inversa. 

Questo polo è sempre reale; e può costruirsi facilmente, anche se B e C 
sono imaginari, osservando che p è l'intersezione della polare di « rispetto alla co- 
nica fondamentale, colla coniugata armonica di «A rispetto a BC ed alla retta pri- 
miliva. i 


x 


Es. 2° Se la linea primitiva è una conica passante per l’origine e segante le 
rette fondamentali in 6, y, la sua inversa è una cubica passante per Be C ed 
avente un punto doppio in A (art. 6). Quest ultimo punto è un nodo se la retta 
conica primitiva sega BC in: punti reali «,, «,; Aa,, Aa, saranno le tangenti ai due 
rami. Vi sarà invece un punto coniugato o isolato se la conica primitiva non incon- 
tra BC. Le tangenti alla cubica in B e C si intersecano, come sopra, nel punto p', 
l'inverso del punto p comune alle BZ, Cy. Se la conica primitiva tocca queste ul- 
time rette in ß e y, nel qual caso è manifesto che non può segare BC, allora la 
cubica avrà punt? reali di flesso in B e C, e necessariamente un punto coniugato 
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in A (*). La retta Ap è la polare, rispetto alla conica primitiva come anche rispetto 
alla conica fondamentale, dell’intersezione « delle rette BC, 6y; quindi «A tocca la 
conica primitiva in A, ed (i)-« è un punto della cubica: ed invero esso è il terzo 
flesso della medesima. 

Es. 3° Se la linea primitiva è una conica tangente alle rette fondamentali nei 
punti fondamentali, l’inversa è un’altra conica avente la stessa proprietà (art. 6.). 
La conica fondamentale non è la sola, in questa serie, che coincida colla propria 
inversa (art. 7); è facile a vedere che ve n'è una seconda che taglia ogni retta 
passante per l’origine in due punti inversi. 


Singolarità delle curve inverse. 


12. Se due delle intersezioni «, «,, &,,... della curva primitiva (P) colla retta 
principale BC coincidono; in altre parole, se (P) tocca BC in «, allora due rami 
di (P') si uniranno a formare una cuspide in A, colla tangente Az. Cosi pure, se 
(P) tocca una retta fondamentale, sia AC ‘in ß, allora (P!) avrà una cuspide in C 
e la tangente sarà la retta inversa di Bß. In breve: 

Se l’una di due curve inverse tocca una retta principale in un punto non 
principale, l’ inversa della retta che congiunge il punto di contatto col punto prin- 
cipale opposto toccherà, nel polo di quella retta, un ramo cuspidato dell’ altra curva. 

Il teorema più generale è evidentemente questo : 

Se I’ una di due curve inverse ha un contatto (r)P""°° con una retta prin- 
cipale in un punto non principale, r rami dell’ altra curva si uniscono in modo 
da formare un solo ramo con un punto multiplo d° ordine r nel polo di quella 
retta; e V’ unica tangente di questo ramo è l’inversa della retta che bite al 
punto di contatto della prima curva col punto principale opposto. 

Si pud aggiungere che, in generale, la singolarita al punto principale su questo 
ramo sarà invisibile o cuspiforme, secondochè r è dispari o pari. Cosi: 

Es 1° Se la conica primitiva considerata nell’art. 11. es. 2° non soltanto passa 
per l’origine, ma tocca la retta principale BG in «, le cubica inversa, oltre al pas- 
sare per B e G avrà una cuspide in A colla tangente Ac. 

Es. 2° Se la curva primitiva è una cubica con un nodo, allora, preso questo 
come origine, le relative tangenti come rette fondamentali, e la tangente staziona» 
ria reale della cubica come terza retta principale, l’inversa sarà una curva. di que- 





(*) La verità di questo notissimo teorema sulle cubiche (Higher plane curves art. 183) è qui resa 
intuitiva (T. A. H.). 
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st’ordine tangente all’ ultima retta nei punti fondamentali B e C (art. 6 e 11, iii.), 
ed avrà un punto triplo in A e per unica tangente ivi una retta passante pel flesso 
della cubica primitiva. Questa tangente incontra la curva di quart ordine in quat- 
tro punti coincidenti con A (x. ©. p. 190)... (*). 

13. Se nel precedente teorema il contatto (r)?“*° ha luogo in un punto prinei- 
cipale, possiamo imaginare che esso nasca dall’ avvicinarsi indefinitamente ad A di 
un punto della retta principale ove abbia luogo un contatto (r — 1)P“*; |’ unica 
tangente al ramo della curva inversa ov’ è un punto multiplo del grado r — 1 si 
accosterà allora alla coincidenza con una retta principale (**). Quindi: 

i. Se un ramo dell’ una di due curve inverse ha un contatto (r)P"" con una 
retta principale in un punto principale, l’ altra curva ha, nel polo di quella retta, 
un punto (r — 1)P° con una sola tangente che è la polare di quel punto prin- 
cipale. 

Es. Se la curva primitiva è una cubica avente i punti fondamentali B, C per 
punti di flesso, e le rette fondamentali per tangenti stazionarie, e per conseguenza 
un altro flesso « nella retta BC, la curva inversa sara del quart’ ordine, toccherà 
Aa nell’origine e passerà due volte per ciascuno dei punti fondamentali (art. 6 e 10). 
Dal presente teorema concludiamo inoltre che gli ultimi punti sono cuspidi per la 
curva di quart’ ordine e che le rette fondamentali sono le relative tangenti (4. ©. 
pe 192, ix). i 

Dai precedenti articoli si possono dedurre anche le seguenti proprietà . 

i. Se l’una di due curve inverse ha un punto multiplo sopra una retta prin- 
cipale, ma non in un punto principale, l'altra ha in generale un numero corrispon- 
dente di rami toccantisi fra loro nel polo di quella retta ; ed in questo polo la 
comune tangente di quer rami è l’inversa della retta che va dal primo punto 
multiplo al punto principale opposto alla retta principale nominata. 

Per ottenere un chiaro concetto delle modificazioni che si possono presentare, 
basterà di considerare il caso in cui la curva primitiva (P) ha un punto doppio 
in a sulla polare BC dell’ origine A. 

(a) La curva inversa avrà in generale un tacnodo in A (+. ©. p. 164, fig. 17, 18), 
in altre parole, due rami si toccheranno fra loro in A, e la comun tangente sarà Aa; 
questi rami avranno inoltre, un contatto tripunto in A colle coniche inverse delle 
due tangenti in « alla curva primitiva (+). Se una delle tangenti in « coincide 
con aA, uno de’ rami della curva inversa sarà inflesso in A (A. ©. fig. 21) (art. 11, ii.). 








(*) Vedi anche Higher plane curves, art. 217. (T. A. H.). ca 
(**) Il caso corrispondente ad r= 2 è già stato considerato all’ art. 41, iii. (T. A. H.). 
(+) Per Vart. 11, i. le coniche inverse a qualunque retta per « hanno un contatto bipunto in A con 
giascun ramo del tacnodo (T. A. H.). 
ia 
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Se uno de rami in @ tocca la retta principale BC, uno de’ rami in A sarà ivi cu- 
spidato, ed A sarà ancora la tangente comune al ramo cuspidato ed al ramo or- 
dinario (%. ©. fig. 28). Se queste due singolarità si trovano riunite nella curva 
primitiva, la curva inversa presenta in A un punto triplo, con una sola tangente, 
formato da un ramo inflesso e da un ramo cuspidato (+. ©. fig. 30). 

(b) Se le tangenti in « coincidono; così che i rami della curva primitiva for- 
mino ivi una cuspide ordinaria 0 ceratoide (regresso di prima specie, st. ©. fig. 16), 
le coniche aventi contatto tripunto in A coi corrispondenti rami della curva inversa 
coincideranno del pari , e quest’ultima avrà una cuspide ramfoide (+) (regresso di 
seconda specie, .. ©. fig. 19), ove Aw sarà ancora la sola tangente ed incontrerà la 
curva in quattro punti coincidenti nella cuspide. Nel caso speciale in cui la tan- 
gente alla cuspide a passi per l’origine, la cuspide in A sulla curva inversa assu- 
merà la forma ceratoide, ma sarà di un grado più elevato di quella della curva pri- 
mitiva, perchè la tangente in A incontrerà ivi la curva, non in tre ma in cinque 
punti coincidenti (A. ©. p. 167, iv.). Se la retta principale BC è la tangente alla cu- 
spide ordinaria «, la curva inversa avrà un punto triplo in A, coll’ unica tangente 
Aa, incontrante la curva in cinque punti coincidenti. All’occhio, questa singolarità 
presenta la forma di un punto di flesso (4. ©. p. 174, fig. 29). 

I seguenti esempi illustreranno il prodursi delle cuspidi d’ entrambe le specie, 
per mezzo dell’ inversione. 

Es. 1° La curva primitiva sia una cubica cuspidata, l’origine sia posta nel 
flesso reale, la tangente stazionaria sia scelta come una delle rette fondamentali, ed 
una retta qualunque passante per la cuspide « si assuma come polare dell’origine. 
Se i punti B, C ne’ quali I’ ultima retta interseca la cubica e la tangente stazionaria 
si considerano come punti fondamentali, |’ inversa sara (art. 6) una curva di 
quart’ ordine passante una volta per B e due volte per ciascuno dei punti G ed A. 
La tangente a questa curva in B è l’inversa della retta che va da G alla terza in- 
tersezione y della cubica colla retta fondamentale AB (art. 11, i.). II punto ( è una 
cuspide ceratoide per la curva di quart ordine, e CB è la tangente (art. 13, i). 
Da ultimo, Az è la tangente in A che è una cuspide ramfoide (6). Perciò la curva 
inversa coincide con quella rimarchevole linea del quart’ ordine che le recenti ricerche 
del prof. SyLvester, sulle radici dalle equazioni di quinto grado, hanno resa sì in- 
teressante (Phil. Trans. 1865). Essa è da lui denominata bicorne, e nella classifi- | 
cazione di Prücker è numerata xvi (.t. ©. p. 193). Siccome la cubica primitiva, 





(+) La denominazione cuspinodo del prof. CAYLEY è meglio appropriata (Quart. Journ. vol. 6, p. 74); 
la singolarità di cui si tratta può anche riguardarsi come un punto stazionario sopra una tangente sta- 
zionaria, perchè la curva giace tutta da una stessa banda di questa (T. A. H.). 
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dalla quale essa è stata derivata, può risguardarsi come l’inversa di una conica 
(art. 12, es. 1°), così è evidente che parecchie proprietà della bicorne si possono de- 
durre da quelle di una conica mediante una doppia inversione con due serie di 
punti principali. 

Es. 2° Se la curva primitiva è una conica, l’ inversa è in generale una curva 
del quart’ ordine passante due volte per ciascun punto principale (art. 6). 

Tutte le dieci varietà di tali curve del quart ordine, che sono state descritte 
da PLucker, (A. ©. p. 195), corrispondono d’una maniera semplicissima alle diffe- 
renti posizioni che può avere la conica primitiva (*). Ora, è notissimo (**) che, in 
generale, si possono inserivere in questa conica due triangoli, ciascun de’ quali sia 
inoltre circoscritto al triangolo principale; d’ onde inferiamo che nella curva di quar- 
’ordine si possono inserivere due triangoli per modo che ciascun lato di ciascun 
triangolo passi per un punto doppio. Perciò una seconda inversione, relativa ad uno 
di questi triangoli, trasformerà la curva del quart’ordine in una del quinto (art. 6) 
con tre tacnodi, le varietà della quale corrisponderanno a quelle della curva del 
quart ordine. Se per es., la conica primitiva fosse inscritta nell’ originario triangolo 
principale, allora la curva di quart’ ordine avrebbe tre cuspidi ceratoidi, e la curva 
del quint ordine sarebbe quella rimarchevole linea che Prücker ha segnalata (x. ©. 
p. 222, fig. 35) come dotata di tre cuspidi ramfoidi. 

(c) Rispetto alle singolarità di grado superiore sulla curva primitiva e sopra 
una retta principale, poco più è mestieri aggiungere. Ad un tacnodo in & corrispon- 
dono nella curva inversa due rami tangenti alla retta Ax ed aventi un contatto tri- 
punto fra loro in A (x. ©. p. 165, fig. 20). In sostanza, come regola generale, il 
contatto dei rami in A e d’ordine più elevato di quello de’ corrispondenti rami in a. 
Se « fosse una cuspide ramfoide sulla curva primitiva, A sarebbe pure una cuspide 
ramfoide per la curva inversa, ma di grado più alto (%. €. p. 170), e così via. 
Merita da ultimo d’ essere notato che, quantunque (a) l’inverso di un tacnodo in A 
sia un nodo ordinario in « sulla polare di A, questo nodo diviene pur esso un tac- 
nodo quando si accosta sino a coincidere con B o G (art. 11, ili), e similmente: 





(*) Per es. se il triangolo principale è coniugato rispetto alla conica primitiva, la curva inversa di 
4° ordine ha in ciascun punto principale ambedue i suoi rami inflessi (art. 44, ii)... (*). In questo caso 
è poi evidente che due punti principali devono giacere al di fuori della conica primitiva; onde un punto 
principale sarà necessariamente un punto coniugato per la curva di 4° ordine (art. 14, es. 2°). Così l’in- 
versione rende intuitive parecchie curiose proprietà, segnalate da PLUCKER, che hanno luogo nella curva 
di 4° ordine quando i loro punti doppi sono anche punti d’ inflessione (&.C. p. 199)... (T.A.H.). 

(**) Sarmon, Conic sections, p. 237; CHASLES, Sections coniques, art. 246 (T.A.H.) 


(*) Vedi la mia memoria sulla superficie di 4° ordine di STEINER (giorn: di Crelle-Borchardt, vol. 63), art. 24-27 
(L. C.) 
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i. Se l’una di due curve inverse ha una cuspide ramfoide in un punto prin- 
cipale nel quale la tangente sia una retta principale, l’altra ha una cuspide ram- 
foide nel polo di questa retta e la relativa tangente è la polare di quel punto. 
Ciò infatti risulta da (b) considerando, col prof. CayLEY (+), una cuspide ramfoide 
in B colla tangente BC, come nascente dalla coincidenza di una cuspide ceratoide 
in « con un nodo in B. 


Casi speciali dell’ inversione quadrica. 


15. I casi speciali dell’ inversione, che corrispondono a ipotesi particolari intorno 
alla posizione dell’ origine ed alla natura della conica fondamentale, sono assai nu- 
merosi. La scelta di questi elementi dee naturalmente dipendere dalla natura delle 
proprietà che si vogliono investigare col metodo di inversione. Qui non si farà men- 
zione che di pochi fra i casi speciali più utili. 

(1) Quando la conica fondamentale (F) è un’ iperbole col centro nell’origine A, 
i suoi assintoti costituiscono le rette fondamentali, e le loro. intersezioni colla retta 
all’ infinito sono i punti fondamentali (art. 3). Ogni retta parallela ad un assintoto 
ha -per inversa una retta parallela all’altro: e le due rette si segano sull’ iperbole 
fondamentale (art. 8 ii). L’ inversa d’ogni altra retta nel piano è ‘un’ iperbole pas- 
sante per l’origine ed aventi i suoi assintoti paralleli a quelli dell’ iperbole fonda- 
mentale (art. 8, i); inoltre la conica (I) inversa della retta all’ infinito si risolve in 
questi medesimi assintoti (art. 9,i). Ogni iperbola che non passi per I’ origine, ma 
abbia gli assintoti paralleli a quelli della fondamentale, ha per inversa un iperbole 
dotata delle stesse proprietà (art. 6); e se la primitiva ha il centro all’ origine, que- 
sto punto sarà anche il centro dell’ inversa (art. 11, es. 3°). Le tangenti a due cur- 
ve inverse in due punti inversi p, p' s' intersecano ora sopra una retta D che divide 
pel mezzo pp' ed è parallela al diametro della conica fondamentale coniugato a pp' 
(art. 10). 

(1a) Quando la conica fondamentale è un’ iperbole equilatera, l’origine essendo 
sempre nel centro di essa, il metodo d’ inversione diviene identico colla trasforma- 
zione iperbolica studiata dal prof. ScuiapareLLi di Milano, nella sua interessante me- 
moria Sulla trasformazione geometrica delle figure (*). Allora la retta D, sulla 
quale si intersecano le tangenti a due curve inverse in punti inversi p, p', non sola- 
mente divide per meta pp'‘, ma è inclinata dello stesso angolo, come pp; a ciascuno 
degli assintoti dell’ iperbole fondamentale. 





(+) Quarterly Journal of Mathematies, vol. 6, p. 74. (T. A. H.) 
(*) Memorie della R. Accademia delle Scienze di Torino, serie I], tom. 21 (T. A. H.)._ 
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(2) Se la conica fondamentale è un’ ellisse col centro nell’ origine, |’ inversa 
d’ogni retta nel piano è un’ ellisse passante per I’ origine ed inoltre simile e simil- 
mente posta all’ ellisse fondamentale. L’ ellisse (I) inversa della retta all’ infinito si 
risolve ora in un punto che coincide coll’ origine. Ogni ellisse non passante per 
l’origine, ma simile e similmente posta alla fondamentale, ha per sua inversa una 
ellisse dotata delle stesse proprietà; e se Ja primitiva fosse altresì concentrica colla 
fondamentale, tale sarebbe pure I’ inversa. Le tangenti a due curve inverse in due 
punti inversi p, p' s’intersecano ancora sopra una retta D che dimezza pp, ed è 
parallela al diametro della ellisse fondamentale coniugato a pp' 

(2a) Quando ia conica fondamentale è un circolo col centro nell’ origine, ab- 
biamo, come già si è detto, il caso dell’inversione circolare, e i punti circolari (ima- 
ginari) all’infinito sono i punti fondamentali; la retta D diviene, com'è noto, per- 
pendicolare a pp nel suo punto. di mezzo. Dai teoremi ii. ed iii. dell’ art. 8 pos- 
siamo ora inferire che: 

(i) L’ inversa circolare di una retta passante per uno dei punti ‘circolari è 
una retta passante per I’ altro, e le due rette si segano sul circolo fondamentale. 

(ii) L’ inversa circolare di un fuoco semplice di una curva è sempre un fuoco 
della curva inversa; ma se il primo fuoco è nell’ origine, allora la curva inversa 
ha due cuspidi nei punti circolari all’ infinito (art. 12, i). 

Importa di notare che questo teorema non si applica ad un fuoco doppio f 
della curva primitiva, cioè all’ intersezione delle tangenti di questa curva nei punti 
circolari. Perchè in questo caso le rette che congiungono il punto inverso f' coi 
punti circolari znéersecano semplicemente la curva inversa sulle rette fondamentali 
(art. 11, i); di più la retta che unisce i punti d’intersezione (corda comune del 
punto-circolo f' e della curva inversa) biseca A f' ortogonulmente. Così avviene che 
l'inverso circolare del centro f di un circolo primitivo non è il centro del circolo 
inverso, ma è l’inverso dell’ origine rispetto all’ ultimo circolo. Se la curva primi- 
tiva ha punti di flesso nei punti circolari, l’ inverso f' dell’intersezione f (un fuoco 
triplo) delle tangenti stazionarie non solamente sara un fuoco della curva, ma la 
corrispondente direttrice dimezzerà A f ad angolo retto. Però le relazioni focali delle 
curve inverse circolari meritano un esame più scrupoloso; ed io mi propongo di ri- 
tornarvi in altra occasione. 

(3) Quando la conica fondamentale consiste în un pajo di rette reali F,, F, 
intersecantisi in F, i punti fondamentali B, C coincidono con F, e la retta princi- 
pale BC diviene la coniugata armonica di AF rispetto alle F,, F,. La conica (I) 
inversa della retta all’ infinito è ora un’iperbola per la quale AF è un diametro, e 
gli assintoti sono paralleli ad F, , F,. Due rette coniugate armoniche rispetto ad F,, F, 
costituiscono un pajo di rette inverse, e l’inversa di ogni altra retta, che tagli 
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BC in e, è una conica toccata in A ed in F da Ax e BC, di maniera che le co- 
niche inverse di tutte le rette parallele ad AG sono concentriche, ed hanno AF per 
diametro comune. Le coniche inverse di tutte le rette passanti per un punto fisso 
a di AF hanno evidentemente un contatto tripunto fra loro in F, così che le co- 
niche inverse delle rette parallele ad AF avranno in F un contatto tripunto col- 
liperbola (I). Tutte le coniche toccanti BC in F, ma non passanti per A, sono 
inverse di coniche dotate delle stesse proprietà, e tutte le coniche passanti per A 
e per F, ma non toccanti BC in quest ultimo punto, hanno per inverse delle co- 
niche di analoga descrizione. Le tangenti ai punti inversi p, p' di due curve in— 
verse ora si intersecano sulla coniugata armonica di BC rispetto alle Fp, Fp’. 

(3a) La conica fondamentale può consistere in un pajo di rette perpendicolari 
fra loro. Allora i risultati sono simili e alquanto più semplici di quelli sopra 
esposti. 

(4) Quando la conica fondamentale consiste in un pajo di rette imaginarie in- 
tersecantisi in un punto reale F, gli effetti della inversione sono analoghi a quelli 
considerati in (3). Per avere costruzioni reali, basta considerare il punto-ellisse F 
come concentrico, simile e similmente posto ad una data ellisse (E). Le rette FA 
e BC divengono allora diametri coniugati di (E), e due punti inversi qualunque 
giaceranno del pari su diametri coniugati. Quando le rette imaginarie F,, F, pas- 
sano pei punti circolari, otteniamo la seguente specie di inversione. 

(4a) La conica fondamentale consiste in un punto-circolare F. La retta prin- 
cipale BC è ora perpendicolare ad AF in F, e la congiungente di ogni coppia di 
punti inversi p, p' sottende un angolo retto di vertice F. Due rette inverse, per F, 
sono perpendicolari fra loro, e I’ inversa di una retta qualunque nel piano è una 
conica passante per A e normale ad AF in F. Il circolo (I) descritto sopra AF 
come diametro è l inversa della retta all’ infinito, e tutte le rette che toccano uno 
stesso circolo concentrico con (I) sono inversi di coniche simili fra loro; e queste 
coniche sono ellissi, parabole o iperbole secondoché il circolo in discorso è più 
grande, eguale o minore di (I)... (art. 9, iii). Da ultimo ogni circolo per F, 4 cui 
centro sia sopra AF, è inverso di un circolo dotato della stessa proprietà; e eid vale 
anche per ogni circolo passante pei punti A ed F. 

(5) Quando l’origine A è sulla conica fondamentale (F) i punti fondamentali 
B e C coincidono con A, e le tre rette principali coincidono colla tangente in A. 
La conica (I) inversa della retta all’ infinito tocca (F) in A e dimezza tutte le corde 
di (F) passanti per A, e la conica inversa di ogni altra retta nel piano ha eviden- 
temente un contatto tripunto in À con (F). Tutte le rette che convergono in uno 
stesso punto della tangente in A sono inverse di coniche che hanno un contatto 
quadripunto fra loro; onde le rette parallele alla tangente in A sono inverse di co- 
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niche aventi in A un contatto quadripunto con (I). Finalmente, le tangenti a due 
curve inverse, in punti inversi p, p', si.segano sopra una retta D che tocca (F) 
nell’ intersezione di questa conica con pp’. 

Un caso un po’ più speciale, nelle particolarità del quale non possiamo entrare; 
ha luogo quando la curva fondamentale è una parabola, e I’ origine all’ infinito 
sull’ asse di essa. L’ inversione relativa ad una conica ed al suo fuoco è pure un 
caso speciale che merita attenzione, ma che qui non può essere considerato. 


rasformazi relati ’ inversione quadrica. 
1 mazione correlativa all 


16. In corrispondenza al metodo dell’ inversione quadrica, vi è naturalmente un 
metodo correlativo, che in certe indagini è egualmente utile. Esso però non richiede 
un’ esposizione separata. Si può anche osservare che la polare reciproca , rispetto 
alla conica fondamentale, della curva inversa di una qualsivoglia curva primitiva, e 
l’inversa della sua polare reciproca conducono a dirittura a curve derivate, delle 
quali le curve pedali, negative e positive, non sono che casi speciali. 


Tom. VII, N. 2. 9 
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SUR LES EQUATIONS SIMULTANEES HOMOGENES 


PAR 


E. CATALAN 


PROFESSEUR D’ANALYSE A L’UNIVERSITE DE LIEGE, 





I. Je suppose que, dans les équations de la forme ordinaire : 


BIO RS (1), 


les quantités P, Q, R, S,... soient des fonctions, homogènes et du premier degre, 
des variables x, y, 2, u,...; et pour fixer les idées, je considère soulement le cas 
où le nombre de ces variables se réduirait à quatre; de manière que 


P_Ax + By + Cr + Du, 
OASI Ba CAD 
R = A'"x + B'y + C'z+ D'u, 
S = A"e+ B"y+ C"2+ D'u. 


(2) 


j 
Si l’on: désigne par À, X, À’, À" des constantes quelconques, et que l’on pose pour 


abréger : 


K=2A, L=2B, M=2C, N=%D, (3) 
on pourra remplacer chacun des rapports (1) par 


Ada + Xdy + ANdz + "du 


Kz + Ly + Mz + Nu (4) 
Maintenant, disposons des facteurs à, X, À", 2" de façon que 

1 1! ry Ww 4 

= DD E° oo NO — (5); 
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s étant une inconnue auxiliaire; c’est-à-dire prenons les équations 
(A Pen 8) À + A + AL A" — 0 A 
Bi SI (B' LE s) \ elle Bia thay ie 0 : 


CA + CX + (C" — "+" 0 (6) 
Fag VAT 
DA + DW + px" + RE s) UE 0: 
"ineonnue s sera déterminée par. l’équation 
A-s, A’, AX, A" 
B, B-s, B', B"; 


6, 76, FO 
D 9 D’, D", D"-s, 
II. A cause des relations (5) la fraction (4) se réduit à 


4 dx + Wy + "2 + u) 

s le + y Va + lu 
Par conséquent, si l'on représente par sr, 82, 8338, les racines de l'équation (7) 
(supposées inégales pour plus de simplicité); par 2,, 35 Az, Ag, Ay» +++» des valeurs 
correspondantes de à, X, 2", À", vérifiant les équations (6), on aura pour intégrales 
des équations differentielles proposées: 


4 


L LS 
(‘= + iy + "2+ at) (‘= + ey +12 + =)” 


k, k, 
1 L 
(= + doy +23 + =) (= + y ale + st)" ‘A (8) 
STA TERI et tee en ONE EE 


II. - Application - Je suppose que les équations (1) se réduisent à 


dvi: -d dz du 
Pat SPE ne. Ang). 
Y 2 U XL 


auquel cas les équations (6) deviennent 


ves ione ene eo VW 10 0) 





(*) Pour plus de symétrie, j'ai pris quatre constantes arbitraires; mais, ainsi que cela doit être, el- 
les se réduisent à trois; car l’on peut faire 


Gp $3 TA 
‚=ahkht, k= p*3 k,°: ’ k= 7 k," 





68 ANNALI DI MATEMATICA 


ll résulte, de celles-ci , 
si— 1 — 0 (111, 
ou 
8,= +1, s,=—1, s=+y-1, ss=— -1. 


D’ailleurs, on satisfait aux équations (10) en prenant 





À,= 1, = 1, "= 1, = 1, 
À, = A A I, = re 1 | I == A : qua sia t : 
= + VI ’ d'3— —Ay = {4 v-1; = +1, 
A — ÿ-1, = — 14, ge + 1, "= +1. 
Par conséquent, les intégrales cherchées sont 
T+Y+I+U k, _ Ta—y+ (x — 2) y-ı]v7° 
k, — 1 +y—-2+u kg 
Boyer 
= ” ; 
ou plutot: 
(y+u)_- (x + 2)?=A (12), 
l(a+y+2+u=f—y-Ulu—y+(e—z2)y-1] 
= pot VM ya (13); 


A, B, y étant les trois constantes arbitraires. 
Pour simplifier la dernière équation, je suppose: 
R°= (u— y)?+ (x — 2)”, u—-y= Rcosg, z—a=Rsing (44); 

d'où résulte, par des formules connues: 

lfu—y+ (x —2) ÿ-1]=iR + y-Ie, 

L[u— y— (« — z) J-1] = IR — y-1p. 
Les équations (13) deviennent alors: 

le +y+2+u)=BT—y-1R+9=7+V-1lR+7%; 
ou, ce qui est équivalent: 
LR 4 


2 
Be 


er 
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Les intégrales cherchées sont donc, finalement: 


(y + u)— (x — 2)’ = (12) 
la+y++z+uW)=B-+s, (15) 
(ut y)?+ (x — 3) = R°: (16) 


les costantes arbitraires sont A,B,R. Quant à l'angle @; il est déterminé par les re- 
lations (14). 

IV. Remarque. La méthode précédente permettra, quelquefois, d'intégrer indiree- 
tement certaines équations qu’il semblerait impossible d’attaquer de front. Par exem- 
pte, si l’on reprend les équations 


ei qu'on élimine z et u, l’on trouve 
SR] dyd’y  /dy\ 
yo et gest (18) (7). 


D’une autre côté, si l’on pouvait éliminer u, 2 et 9 entre Jes équations (12), (14), 
(15), (16), on arriverait à une certaine équation 


F (x, y, A, B, R) = 0 (18) 


Satisfaisant à l’équation (17) et contenant trois constantes arbitraires: la première se- 
rait donc I’ intégrale générale de la seconde. Mais, si cette élimination est impra~ 
licable, rien n’empéche de regarder 2, u el 9 comme des variables auxiliaires et 
du prendre pour intégrale de l’équation (17), le systéme des équations (12), (14), 
(15) et (16). 

V. Je laisse de côte l’examen des cas dans lesquels l'équation caractéristique 
(7) aurait une racine nulle, ou des racines égales; mais ils ne sauraient offrir de 
difficultés véritables. Par exemple si l’on prend les équations 

dx dy dz 


rg (19) 








on trouve s,= 0, Mais il est évident que les équations équivalent à 


de—-dy dy—d dea + dy + dz 
ye  z-y 2(e+y+3) 








70 ANNALI DI MATEMATICA 


Par conséquent, les intégrales du système (19) sont 
(x — y) (e + y +2) = À, 
(y— 2) (e+-y+2)=B: 
Liége, 9 octobre 1865. 








NOTA ALLA MEMORIA DEL SIG. E. CATALAN. 
CUP elegante Nbemoria del Sig. Catalaw, credo utile di aggiungere alcune Tootizie Sibliografiche. 


Rappresentando per dé il secondo membro dell’equazioni (1) differenziali propo- 
ste del Sig. Catalan, avremo 


dx = dy a dz = dus — dt 

P Q R S 
Se si prenda £ per variabile indipendente gli integrali potranno essere i valori delle 
€, Yy, 2, u espressi per £, e più si potranno assoggettare a ricevere dei valori par- 
ticolari per t= £. Ora qualunque sia il numero delle variabili principali x, y, 2, u 
il Cauchy nel tomo I° degli Exercices d’Analyse nel 1840 pag. 52, e seg. risolve 
completamente una tal questione per mezzo del Calcolo dei residui, ed ove I‘ estra- 
zione dei residui si riferisce ad una certa equazione caratteristica espressa per un 
determinante, e che nel caso di quattro variabili principali si riporta all’ equazione 
(7) del Sig. Catalan. Di più nello stesso volume degli Exercices d'Analyse di Cau- 
chy trovasi un’altra Memoria sull’ integrazione dell’ Equazioni differenziali pag. 327 
e seg.: fra le applicazioni del metodo generale il Cauchy sceglie un sistema di equa- 
zioni differenziali della forma lineare 


coca ed 


pi 5 9 al . . 9 . . 

Qui pure l’autore dopo di aver ritrovato un’equazione in k rappresentata da un 
determinante, dice che gli integrali generali delle equazioni differenziali sono tutti 
compresi nella formola da esso notata col n° 54, cioè | 


AL + py + va + ue = (E + pin + vo +...) et 


ove t è un valore particolare di ¢ per il quale le x, Y,% Si riducano a È, n, È... 
e le %, x, v sono dipendenti per altrettante equazioni lineari aventi per coefficienti 
quei delle P, Q, R, S e per secondi membri i prodotti ka, kg, kv... ove k è una ra- 
| dice dell'equazione caratteristica somigliante alla (7) del Sig. Catalan. La formola (54) 
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del Cauchy pare che sia analoga all’ equazioni (8) del sig. Catalan: proseguendo il 
Cauchy ad altre applicazioni suppone ancora, che le funzioni lineari P, Q, R, S... 
siano aumentate di una funzione della variabile indipendente ¢, e svolge in formole 
somiglianti gli integrali generali delle nuove equazioni differenziali. 

Vengo ora ad indicare brevemente, quali siano le mie ricerche sullo stesso sog- 
getto. Negli anni 1842; 1843 in una serie di lunghe Memorie pubblicate nel gior- 
nale arcadico mi proposi generalmente di applicare il Calcolo dei Residui del Cau- 
chy all’ integrazione generale dell’ Equazioni lineari e per rendere le formole più ele- 
ganti, e simmetriche feci anche uso dell’ analogia delle potenze con le differenze, così 
nella Memoria sull’integrazione dell’ Equazioni differenziali pubblicata nel giornale 
arcadico nel 1842, mi proposi d’integrare I’ equazioni simultanee sotto la forma 
simbolica 


(D+ a)x + ayy +a,z+...=X, bx + (D+ b,)y+b.2+..=Y 
ce + ¢,y + (D+ c.) 2 +... =Z 
ove X, Y, Z... sono funzioni dell’ indipendente £ e per le derivate si ha 


da dy | dz 
Des Lady, PD, 


I valori di x, y, 2..., sotto forma simbolica si otterranno dalla risoluzione di n equa- 
zioni con n incognite al primo grado, quindi notando con F (D,) il determinante 
simbolico formato con gli elementi 


Da, aus 1.0, 
bor D, bb, 33, 
Co Cry DE Ca eve 
olterremo un risultato della forma 
__LX + MY + NZ 
IE; F (D,) 


ove L, M, N... sono funzioni intere della caratteristica D, ed inferiori almeno di un 
grado del determinante F (D,). U Calcolo dei residui porge una formola per la de- 
composizione di una frazione composta in frazioni semplici: pel nostro caso avremo 
a decomporre la funzione razionale simbolica, e si avrà per i valori di x, y, z.... 
L 14 —+ M oh N ES. 
ip ale ae ar g= 


(D,— r) [F (r) ] 


Lo, M,, No... sono ciò che divengono le L, M, N per la sostituzione di e invece di 


0000800 = seo 2 = 
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De F(r) sarà il determinante della forma precedente con fare la stessa sostituzione, 
e dà origine ad un'equazione F (r) = 0 del grado corrispondente al numero delle 
variabili principali. Ora è chiaro che le frazioni simboliche 


X Y Z 
Dr D,—r’ pera 
saranno gli integrali dell’ equazioni differenziali 
(D—-r)g= X, (D_rn=Y, (D.—r)t—Z... 
Questi integrali saranno della forma 
è = e" (o(r) + fe” Xdé) 

e se vogliamo inoltre che per t = ¢, si abbia É=«,n=f,%=y.. Si trova per 
le funzioni arbitrarie © (r) ... 








—rt 


o (r) = se”e..., 


Integrando inoltre fra i limiti t = ¢,, t= t e chiamando X, ... ciò che divengano 
le X... per la sostituzione di 7 invece di t avremo 


€ 
E Be ae" to) + | ere?) X,dr, N... 9 E = see 9 
t 
(0) 


Per ulteriori sviluppi si può consultare la mia citata Memoria, e terminerò questa 
breve nota con osservare che quando sia X= 0, Y=0, Z= 0... i valori di 
X, Y, 2... potranno essere espressi sotto le formole simboliche 


z= (*L+P6M+7N+...)0, y=... 


el —to) 


(Fin) 

I valori di x, y, 2... soddisfano all’ equazioni differenziali simultanee, e per t=1, 
si riducono ad «, {, y ..., e più la funzione © verificherà |’ equazione differenziale 
F (D,)0 — 0 

epert—t,  0—0 ,D9=0, .D8=07, 201 
l'estrazione dei residui si deve estendere a tutte le radici dell’ equazione F (r) = 0. 
Per |’ integrazione delle equazioni differenziali simultanee si può anche consultare 


l’opera di G. Boole differential equations, Cambridge 1859 pag. 295, ed anche 
l opera del Sig. Carmichael the calculus of operations London 1855 pag. 67 e seg. 


ove si prenda BE 


Barnasa TORTOLINI. 
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DEGLI INVARIANTI E COVARIANTI 
DELLE FORME BINARIE 


ED IN PARTICOLARE DI QUELLE DI 3° E 4° GRADO 


PER F. SIACCI 


I. 


1. FA teoria degl’ invarianti si può dire originata da una Memoria del prof. 
Boole (*) intorno al seguente teorema « In una equazione algebrica, in luogo 
» di x si sostituisca x:y, e sia V = 0, la condizione affinchè essa abbia due ra- 
» dici eguali. Se liberata l'equazione dalle frazioni,in luogo di x si pone ax +y, 
» in luogo di y si sostituisce «, x +ß,Y, e si forma coi coefficienti della trasfor- 
» mata una funzione V' analoga alla V, si ha V'(= V dove p è una certa quantità 
» dipendente unicamente da a, 6, «, , 6, ». La verità di questo teorema apparisce 
chiararamente a chi considera, che se la primitiva equazione ha un fattore qua- 
drato, dovrà averlo eziandio la trasformata, e per conseguenza avendosi V'=0, 
V dovrà essere fattore di V'. D'altronde i coefficienti della trasformata essendo 
funzioni lineari dei coeflicienti dell'equazione primitiva, l’altro fattore non potrà 
essere che una funzione di a, ß, «,, By. 

Dietro le importanti proprietà trovate nella funzione V, il sig. Cayley si 
propose di determinare a priori, quali funzioni possedevano questa qualità del- 
l’invariabilità: cioè quando una funzione omogenea sia linearmente trasformata, 
quali funzioni dei nuovi coefficienti siano eguali all’analoghe dei primitivi, mol- 
tiplicate per una quantità indipendente da queste. E trovò che molte altre fun- 
zioni godevano di tal proprietà oltre quella considerata dal Boole. Tali funzioni 
furono gl’ invarianti (**). 


(*) Cambridge Mathematical Journal. November 1841. 
(**) Il Cayley le chiamò Iperdeterminanti: l’altro nome più significativo l’acquistarono dopo. 
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In seguito trovò più generalmente per una funzione omogenea a un numero 
qualunque di variabili, che esistevano funzioni delle stesse variabili, che godevano 
proprietà analoghe a quelle degl'invarianti, cioè che chiamando a, ,4, 4, 5» 
i coeflicienti di una funzione per es. f(x, y, 2) a tre variabili, ed A,, A,, A, , … 
i coefficienti della trasformata 


flac + BY + 72, LX + BY +72, % H+ Bay + 72 2) 
si potevano avere delle funzioni 9 soddisfacenti alla condizione 


p(X; YZ Aus Ai) ONE NA) 


dove, come negl’invarianti, 


a È Ya 
fe ay Br Yı 5 
Lo ß, Vas 


Queste funzioni furono i covarianti (*). 

È facile vedere come negl’invarianti e covarianti doveano avere un riscon- 
tro importanti fatti geometrici ed analitici. In geometria analitica infatti un 
invariante rappresenta una proprietà di una data curva, indipendente dalla scelta 
degli assi, come p. es. I’ avere un punto doppio ecc. ; un covariante esprime 
un’altra curva, la quale gode di certe relazioni colla curva rappresentata dalla 
funzione primitiva, che non cambiano col cambiare degli assi. Nell’equazioni al- 
gebriche è manifesto come gl’invarianti debbano entrare nella condizione di esi- 
stenza delle radici immaginarie, nella condizione di esistenza di radici eguali, ecc. 

lo mi propongo in questo scritto di riassumere con facili dimostrazioni al- 
cuni dei principali metodi per ottenere gl'invarianti e i covarianti di una forma 
binaria nonchè alcune proprietà delle forme binarie di 3° e 4° grado. 

2. Dalla natura stessa degli invarianti, si deduce la loro proprietà earat- 
teristica di essere funzioni omogenee dei coefficienti della funzione proposta. In- 
fatti siccome i coefficienti della trasformata sono funzioni omogenee e dello stesso 
grado rispetto ad «, ß, a, 6,, aflinchè tutti i termini dell’invariante trasformato 
abbiano lo stesso fattore omogeneo è necessario che sieno tutti dello stesso grado. 
Inoltre se in una binaria di grado n,a, , 4; , a, ,... a, sono i coefficienti dei ter- 


mini che contengono la y al grado 0, 1,2 ....r,la somma deglindici in ogni 


(*) Il determinante di cui » è una potenza dicesi modulo della sostituzione , e la sostituzione 
dicesi unimodulare quando il modulo = 4. 
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termine di un invariante del grado m nei coefficienti della funzione, è costan- 
mn 
te ed uguale ad —. 
Sia infatti la funzione 


n 


"o A 2 
a, al + a, ac” i + A, ach aye + es a, 


In luogo di x sostituiamo px; Vinvariante I, fatta astrazione da una potenza 
di p, non cambierà di valore. Parimenti se oltre la fatta sostituzione poniamo 
altresì p” a, in luogo di a, l’ invariante della nuova funzione sarà uguale ad I 
moltiplicato per una potenza di p. Quindi l’invariante di 


do (p ay" x ay Ca Ae + di (p LIE Spe Ay: tro 
sara uguale all’invariante corrispondente di 
a, (p ey. +d, o(p ay" ¥ + ay p (p x)? y° + tea p” ae si 


moltiplicato per una potenza di p. Ma l’invariante di quest'ultima funzione si 
trae dall’invariante I, moltiplicandolo per una potenza di p, e sostituendo g” a, 
in luogo di a,: Vinvariante I adunque avrà la somma degl'indici di ciascun ter- 
mine costante. Inoltre l’invariante, salvo il segno, rimarrà inalterato se cambiamo 
x in y, ed y in x. Ma l’effetto di tale cambiamento, è come cambiare a, in 
a, È perciò se a, ß, y ... sono gl’indici in un termine dell’invariante si avrà 


cea a ein Dr _y) ape 


mn 
donde a4Bty+...=— 
2 
Quindi se chiamiamo la somma degl’indici in un termine di un invariante ordine 
de . . 
dellinvariante stesso, potremo formulare il seguente teorema: 
Un invariante qualunque di una funzione di grado n è omogeneo in 
grado e in ordine rispetto ai coefficienti della funzione ; e se m è il grado 
1 1 mn 
dell’invariante, l'ordine è —. 
2 
‘ 3. Quanto ai covarianti, siccome un covariante è omogeneo non solo rispetto 
alle variabili, ma anco rispetto ai coefficienti della funzione originale, esso ri- 
marra inalterato, salvo una potenza di p, se noi cambiamo x in px e a, in 
pa, 3 quindi se a, as a, è il coefficiente di x” nel covariante dovrà essere co- 
stante la somma 
uta+f+y+...- 


D'altra parte siccome il valore del covariante, salvo il segno, non cambia se in 


15 
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luogo di a, si pone a,_, , si avrà 


uta+B+7+. = HR à) + (0 —6) + (nr — 7) +. 
donde 


pt+ta+f+7y+...=i(mn+n) 


dove n° è il grado in x, y del covariante. Donde ricaviamo l’altro teorema : 
L'ordine di ciascun termine di un covariante è costante ed uguale ad 
5 (mn + n) essendo n il grado della funzione originale, n° quello del cova- 
riante, ed m il grado del covariante rispetto ai coefficienti di essa funzione. 
4. Il teorema del $ 2. ci abilita a scrivere la parte letterale di un inva- 
riante di grado determinato. 


Si voglia per esempio l’invariante di quarto grado dı una cubica. 


AL +34,x°y+340,xXY° + a; 73. 





Il suo ordine sara == 6. Esso sarà adunque della forma 
Aazaza,a,+-Baza,a,a,+Caz;za,a,a,+-Da,a,a,a,-+Ea,a,a,a, 


In generale l'invariante di grado m di una funzione di grado n, sarà composto 
di tanti termini, quanti sono i diversi modi, in cui il numero ”* può essere 
spezzato in m numeri da o ad n inclusivamente. 

Vediamo ora come si possono determinare i coefficienti dei diversi termini 
di un invariante. 

5. Le condizioni a cui dee soddisfare un invariante si possono ridurre alle 
due seguenti. 
1° Se in una funzione ad x si sostituisce x + Ay lasciando y inalterata , es- 
sendo 1 il modulo di trasformazione, l’invariante non dee cambiar di valore. 


2° Se in una funzione ad y si sostituisce y + px lasciando x inalterata, l’in- 
variante non dee cangiar di valore. 


Ora sia la funzione 
n(n —- 1) 


(1) a,x" +na, Kr + RTE 


ir 
dz Da Sea NE 


se in questa facciamo la prima sostituzione avremo 


x 


n(n — 1 
NC ea ml UF ie pn 2 se ra) 


ne (a, + 2h a+ Pa)" y + 


e l'invariante I della (1) si trasformerà nel corrispondente I' di quest’ultima fun- 
zione, scrivendo a,—+-Aa, in luogo di a,, 4a,+22a,+X°a, in luogo di a,, ecc. 
Se ora sviluppiamo I' secondo il teorema di Taylor ed ordiniamo la serie ri- 
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spetto a À, i coefficienti delle diverse potenze di A dovranno tutti essere eguali 
a zero. E considerando il coefliciente di A, dovrà aversi primieramente 
dI dl dI dI 


(2) °da, ME 2daz dae 


Ora se questa condizione si verifica, si annulleranno tutti gli altri coefficienti 
di 2°, À, ecc. Infatti il coefficiente di i? è 


ite, dI dI d d | 
da. Te se a, a a Purse HTTP ’ 


x 


e questo è an 


1 d d d d d d 1 
— |a,— + 2a, ——+3a,——... ]| a Ba k 
1.2 da, da, d a; “d'a, da: 


In pari maniera si troverebbe che il coefficiente di À” è proporzionale ad 


d 


2 i di ni a a I 
(a patio Lim gii Cia rag re 


Donde si trae, che la (2) sarà condizione necessaria e sufficiente perchè sostituita 
x + iy in luogo di x, I non cambi. Analogamente la condizione perchè la I 
non cambi sostituendo y + px in luogo di y, sarà 














dI dI dI 
(3) 


na Mesi a POSER 
d'a ( ) 242, Pad 





r—tT 


Le condizioni (2) e (3) si possono ridurre ad una sola; giacchè siccome la fun- 
zione (1) non cambia, scambiando le variabili fra loro, la I non cambierà di va- 
lore se si cambia a, in a,_,. (*) 

5. L'equazione (2), mentre ci da le condizioni a cui dee soddisfare l’inva- 


riante I ci offre il destro di determinare i coefficienti numerici di un invariante 
di ordine qualunque. 


Abbiamo infatti trovato 


Aaja, +Baz a, a, a, + Cazaî +Daîa, + Ea aî 
Operando col simbolo 
dI dI dI 


pr tu + 34, das 
È 2 


(*) Dell’equazione (2) si trae immediatamente che la somma dei coefficienti numerici dell’inva- 
riante è = 0. Essa integrata ci darebbe tutti gl’invarianti della funzione. 
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abbiamo 
(B+6A)a30,02+-(3C+2B)az af a +(2E+6D+-3B)a fa a, +(4E+30)aj=0 
ed eguagliando a 0 il coefficiente di ogni termine e prendendo À — 1 si ha 
B — — 6, CRE £ D 274; E=—3 
L’invariante di terzo grado di una biquadratica è 
Aaja,a, + Baja +C0aja, + Daza,a, HE ai 
ed operando col simbolo 
d d d d 
Ga ees Ioia AA 
sı trova 
(2B+2A)aja,a, +(D+6C+4A)a34,a,+(2D+4B)azaf+(6E+3D)aîa,=0 
donde 
ASSI B= —1, D — 2, E — —1, C= #4 
6. Il Cayley dal teorema superiore e dall’equazione (2) ha ricavato una for- 
mola che può dare il numero di invarianti indipendenti ammessi da una funzione 
di un dato ordine. Ecco il suo ragionamento. 
Nel formare l’invariante di un dato ordine col principio dell’omogeneita del 
grado e dell'ordine noi abbiamo un certo numero di coefficienti incogniti da de- 


mn 


terminare, e questo numero è pari al numero di maniere in cui il numero 22 
può essere spezzato in m numeri interi da 0 ad n. Sia 


[=] 
2 Msn 


questo numero. L’equazione (2) è. composta di un certo numero di termini di grado 


m 


m rispetto ai coefficienti della funzione e di ordine "2 — 1, e perciò il detto nu— 


mn 
— — 1 
2 Ms, n 


Tante adunque saranno le equazioni fornite dalla (2) per determinare i coefli- 


méro sara 


cienti numerici dell’invariante. Ma (uno di tali coefficienti può sempre porsi uguale 
all'unità) il numero dell’equazioni necessarie deve essere 


nn 
sis | Bar 
2 min 


Laonde il numero d’invarianti indipendenti, che ammette una funzione di grado 
ennesimo sarà dato dal numero di soluzioni in numeri interi e positivi rispetto 


mn mn 
— —4= | — — 1 | 
2 msn 2 My 


ad m dell’equazione 
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La ricerca degl’invarianti con questo metodo riesce alquanto laboriosa. Noi 
ci contenteremo di ricercare l’ invariante di 2° grado di una funzione di grado 
ennesimo. Da quest’invariante, col sussidio dei covarianti, troveremo invarianti 
di grado superiore. 
7. L’invariante di 2.° grado della funzione 
n(n —— 4) 


AL +-na, ery + i 


LITTA 7 + A + A Sa 


è della forma 
Aa, ad, + Ba, aay + Ga, ar. + … 


Se n è impari si avrà ? 


mm 4 —t mm vet 
et 
2 Hay 2 2 msn 2 


Quindi una funzione di grado impari non ammette invarianti di 2.° grado. Se 


n e pari si ha 
mn 71. mn n 
— —1=| — — 1 = — 
. 2 msn 2 Msn 2 


Cambiamo adunque I’n in 2p, e scriviamo l’'invariante cercato così : 





I=Aa,a,-+Ba,a,_,-+ Ca,a,,_,-+ ... + Ma,_, a,,, + Na} 
l'equazione (2) applicata a quest’invariante dà 


pA+B=o (22 —1)B+2C=o0 (p -—2)C+3D=—o0 


(p +1) M + 2N = 
donde 
ee Nap POP LAc Oe 
1. 2 1 2.8 
Na (0 — 4)... (p +1) 


1.2.30 ws P_i 


Perciò l’invariante cercato sara 


ap (ap — 4) 2 re Ap +1) , 
2 2p—2 rn 


Wera, — DA Agp + a2p - 
Pi foe ad 4.2 1.2.3... p—1 P 


Per una funzione di 2.° grado si avrà adunque 


2 


do A, — Ai. 


Per una di 4.°: 
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a, A, — 44,03 + 3a, 
Per una di 6° grado: 
a, dg — 6 4, A5 + 15 a, A, — 10 aj; ecc. 
Ora vediamo come si possa da un invariante ricavare un covariante. 
s. Se in una funzione U noi ad x sostituiamo x +x', ad ‚y sostituiamo 
y + y e quindi sviluppiamo, i coetlicienti delle diverse potenze di % saranno 


della forma 
na URN 


Questi coefficienti, dove x' y' sono congredienti ad x ed y, ossia si trasformano 
con analoghe sostituzioni, si chiamano gli emananti della funzione U. Ora è fa— 
cile provare come ogni emanante sia un covariante. 

Infatti facciamo in luogo di x, 7, x’, y' le solite sostituzioni lineari, siccome 


sì hanno le identità 
ze =a(X +AX) 4+ 6(Y + 1Y') 


y+ig'= a (X +AX)+ BY 4-1 Y) 


PSE Ean) 


se ha luogo 


sì avra eziandio 
fe +ax,y+ar) =FX+A1X", Y +2) 


e sviluppando col teorema di Taylor, siccome À è un’indeterminata dovrà aversi 


"4 LATE ee 


come doveasi dimostrare. 


Ora supponiamo costanti le x, y e variabili le x’, y; se facciamo unica- 
mente in x’, y' le solite sostituzioni avremo 


, ete Sas oS 
i SEN a f= aX? pbxry +... 


I 
ove a, b, ... sono funzioni di x, y, che divengono rispettivamente 
d? F d? F 


d. Xen ONE HAN 
quando x, y, sono linearmente trasformate. 
Se ora I è un invariante, si avra 


wp af ca 
(TE: Er) lebe 
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essendo M il modulo della sostituzione 
L'—aX +BY, yx =a, X'+6, Y5 


facciamo le sostituzioni anco in x ed y avremo l’identità 


d? F d? F 
ab...) gr D CPU ): 
adunque 
I d? f dr f nu: I d? F d’ F 
dar’ dartdy TEMI Nd? a Keay’ 


Quindi il teorema : 

Se I è un invariante di un emanante, considerate costanti le x, y e 
variabili le x', y; esso sarà un covariante della funzione originale, quando 
x, y sono considerate come variabili. 

9. Abbiamo trovato linvariante di secondo grado di una funzione di grado 


2p, essere 
Brad, —- 2pa,a È Dale na Ape — slg LT lh TEEN Lama 07 
0 2p P Lie N SR 1.2 2° 2p—2 otek p Dx È 


a questo invariante in virtù dell’ultimo teorema corrisponde il seguente cova- 
riante di una funzione U di grado qualunque 


| d°PU dr U dru  drU ap (2p—1) dU d2? U 
5 dr? dy? Per dy dx dy?7?— ee Give Op-<ox 0} 


+ PMP BEN d> U ) 


dar dy? 
fer & == 4 si ha 
dead U di Ur 

Questo covariante dicesi l’Æessiano della funzione U.E evidente che se U è del 
grado n, l’Hessiano sara una funzione di grado 2(n — 2) nelle variabili e di 2.° 
grado nei coefficienti. 

In generale il covariante (5) sarà del grado 2(7 — 2p) rispetto alle variabili 
ed avrà i coefficienti di grado 2.° rispetto ai coefficienti della funzione originale. 

Egli è evidente che il covariante superiore non è applicabile, che a fun— 
zioni di grado superiore a 2p; applicato a funzioni del grado 2p , tornerebbe 
l’invariante di 2.° grado già trovato. 3 

Siccome un invariante e un covariante di un covariante è un invariante e 
un covariante della funzione originale, si vede come dall’associazione del covariante 


Tom. VII. N° 2. 11 
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(5) e dell’invariante (4) si possa far nascere una serie indefinita di invarianti e 
covarianti. 


Tutti però quest’invarianti e covarianti sono di grado 2” rispetto ai coef- 
ficienti. Vediamo come si possano ricavare invarianti e covarianti di altri gradi. 
10. Sia una funzione 9 (x, y) di grado n, che per sostituzioni lineari di- 


venga ®(X, Y). Cerchiamo i valori di —?, —? in funzione di — dI Dal- 


dx ? dy dx’dY 
l’equazioni 


BERLIN Nee EN 
M = of, — a,ß 


avendosi 


X=Ge—B9) Y= 


si ricava facilmente 


do if, d® do) de 1 6% do 
dip MN cedex ot clave w(— "ax + * ay 


le quali a oe possono essere scritte così 


d d dist al, d d 
dy Mm “ay +8 (—ax) vente (xl 


Ora è facile ricavare da queste equazioni le seguenti relazioni simboliche 
d? d \7 d? 1 d d'A 
Beni gi re oo ee. 
dy? =e | nt. (- DI) 3 (Ta E dy 6. ( x) 
p+q 
TI 


Gran calette) 


donde si vede, che se ha luogo la relazione 


f(x, x) = F(X, Y) 


d d Heo A d 
tsa) =e (ay ax) 
EIER N 
rad a Vue dX. 


sono applicabili a funzioni diverse da f e F. Se con f(x, y) si denota la fun— 


Si avrà ancora 


ove i simboli 


quali dba da È 8 Ne 
zione (1) ed i simboli nas si applicano alla stessa funzione, si otterrà l’in- 
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variante di 2.° grado già trovato. Ma se quei simboli si applicano ad un cova- 
riante di f, di grado maggiore od eguale ad f si avrà un altro covariante di f, 
ovvero un invariante. 

Così l’Hessiano di una funzione di quarto grado a x +40 x y +... è 
(ae —b’) x! +2(ad—be) x’y + (ae + 2bd —3c°)x°y°+-2(be—cd)xy3+ (ce—d’\y' 
ed operando su questo col simbolo 


di b d‘ ie 
Fan 3 ‘dae dy A 


si ha l’invariante 
RB DC end en D ire (>, 


In virtù del teorema del $ 8. possiamo convertire questo invariante nel covariante 
de dU ea av Udy d4 U 
— — +2 — — gii — ecc. 
daddy da dy dx’ dy dx dy? dx’ dy’ 

11. Finalmente abbiamo una fonte anche più feconda di covarianti negli 
evettanti. 

Se in luogo di x', y' e di x, y si fanno sostituzioni lineari analoghe, si ha 
aie EN 
Oe pe Ky! 

Se adunque la funzione f (x, y) per sostituzioni lineari diviene F(X, Y), 
è evidente che si avrà ancora 


f (xy 7) Mar — xp) = F(X, Y) + A! (AY — XY) 














CE | 
ia y hi 





il cui primo membro sviluppato da 

n(n—1) et? 
1.2 

. . . 7 . . . I . 

Sia ora I un invariante della f(x, y) ; il corrispondente invariante I' di 


questa funzione si otterrà da I sostituendovi in luogo dia, , a,+}y", in luogo 
I 


(a, + Ay”) a” + na" ty (a, — Ay" x) + Va, y" x") + ecc. 


2 ar OBER . N 
di a,, a —Ay”'x, ecc., e perciò si avrà 





da, : 
che è eguale alla corrispondente funzione delle variabili X', Y' e dei coefficienti 
A,, A, ecc. di F(X, Y); eguagliando adunque i coefficienti di A, e togliendo gli 


accenti ricaviamo che 


RETTA feci 
ee + ecc. } I + ecc. 





sed DE: d a 
(> ti faggi ci 


da, i 
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trasformato linearmente si cambia in una funzione di simile forma rispetto ad 
F(X, Y). Cioè e un covariante. Esso dicesi evettante dell’invariante I. 

12. Abbiamo osservato al principio del $ 11. che il binomio xy, — x,y ove 
X,Y > Xx, Ja sono variabili congredienti, si trasforma in M(XY, — X,Y). Que- 
sta osservazione ci pone in grado di formare degl'invarianti e dei covarianti per 
mezzo delle radici della binaria. 


Infatti la binaria U si può mettere sotto la forma 


632 — Li, YW\LY » — Lo 7) "ve we fg, ai ceri 
OVE Li, :Yı 9 La tasse: Lynn sono le radici della binaria. Perla detta os- 
servazione se nella U presentata sotto questa forma dove x, 7, Xi 3 Vis La Ya 
- ++. Xn 3 JA sono congredienti, si fanno le sostituzioni lineari, si avrà 
M"(XY, — X,Y)(XY, — X,Y) . . . (XY,— X,Y). 

Adunque il binomio xy, — x,y sarà un covariante di U. Similmente si vede 
che una funzione omogenea di quantità della forma del detto binomio sarà al- 
tresi un coyariante, e sara un invariante se composta di fattori della forma 
LEV 2 HTL Ts 5 10858040 EP, NC, 27, Madıcradellaul: 

Ora una espressione composta di fattori simili ad x,y, — x, y, si ottiene 
quando in una funzione simmetrica delle differenze delle radici di un'equazione 
funzione contenente in ogni suo termine ciascuna radice lo stesso numero di volte, 
si sostituiscano in luogo delle radici &, ß, y .... i rapporti x, :yY13 X2 !Ya » 
3: ¥3 ++. e si moltiplichi il risultato per una potenza conveniente di a,. Adunque: 

Una funzione simmetrica delle radici di un'equazione darà luogo ad un 


invariante della binaria corrispondente, se ciascuna radice entra lo stesso nu- 
mero di volte in ciascun termine della funzione. 


Così se «, ß, y, à sono le radici dell'equazione 
ast + 4bx? + 60x? + ida + ext , 


e se I, J; esprimono gl’invarianti quadratico e cubico della binaria corrispondente 
si ha 


cala = De — Bye Ble 


1 2 2 \ A\ / 
ah= 2d (e—6)y — (2 — 78 — à) + («— dB — 7 ]- 
Può anche dimostrarsi facilmente che una funzione della forma 
S (à — 2)”(ß — y)” ecc. 


ove ciascuna radice entra lo stesso numero di volte in ogni termine, da luogo 
ad un covariante. 
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Così I’Hessiano di una forma binaria di 3° grado è 
Dear =). 
13. Indicherò finalmente il secondo metodo per rinvenire invarianti e cova- 
rianti, usato dal Cayley fin dalle sue prime ricerche su tal soggetto , metodo 


che da luogo ad un algoritmo speciale, ed a conseguenze importantissime. 
Siano le due funzioni 





RSS V,=9{x, ; Ya) 
e s’indichino le derivate parziali della prima con ad a. quelle della seconda 
demain 
con = Pa Ora abbiam veduto che se x; y, sono congredienti con x, y, si ha 
“NT à 


(EPI —— 5 I's) =M (X, xy ‘ota X, Va) 


Da questa equazione tenendo conto di quanto si è osservato nel $ 9, discende 
la simbolica relazione 


id id wi id id = 
de dy dX dY 
2d 2d Fe 2d 2d 
me TX dy 


Perciò il primo membro di questa equazione sarà un simbolo di operazione per 
ottenere invarianti e covarianti del sistema di funzioni U V, giacchè nelle fun- 
zioni risultanti non è più necessario ritenere gl’indici delle variabili. Se U e V 
sono funzioni identiche o di grado eguale si avranno invarianti se m è eguale 
al grado di U e di V; in ogni altro caso si avranno covarianti. 

Il simbolo (1) si suole esprimere così 12”. Ed è chiaro che il prodotto dei 
simboli 12”, 23”, 31”... applicato a funzioni U, V, W3... esprimerà eziandio in- 
varianti e covarianti del sistema U V W... 

Da tutto ciò si ricavano facilmente i seguenti corollari: 

1° il simbolo 12” applicato ad una funzione di grado m dà l’invariante (1) ap- 
plicato ad una funzione di grado superiore da il covariante (2); 


(0) 


2° 12” — 6” dove a, ß sono cifre qualunque, e per conseguenza se m è im- 


pari avendosi nello stesso tempo 12” = — 21”, 12” = 21”, sarà 12” = 0, come 
abbiam trovato per altra via; 


9 


3° il simbolo 12° x 23° x 31° K14° x... rappresenta invarianti e covarianti, 
il cui grado nei coefficienti sarà eguale al numero delle differenti cifre che en- 
trano nel simbolo; 


4° il grado in x, ed y del covariante espresso dallo stesso prodotto di 
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simboli applicato ad U sarà np — (x +f+7+...), se la cifra 1 occorre nel 
simbolo « volte, la cifra 2 { volte, la cifras y volte ecc. e p è il numero delle 
cifre differenti: donde segue che se vuolsi ottenere un invariante dovrà aversi 
a=ff=y =... =7, cioè ogni cifra ripetuta lo stesso numero di volte, e 
questo numero dee essere eguale al grado della funzione. 

Si voglia l’invariante del 3° ordine della funzione U. Esso sarà della forma 
(12. 23. 34)r. Quindi si vede che non si possono avere invarianti di 3° grado da 
una funzione di grado impari. Inoltre se $ è impari, siccome nel simbolo cam- 
biando due cifre tra loro cambia il segno del simbolo stesso, così le sole fun- 
zioni di grado 4m possono ammettere invarianti del 3° ordine. 

14. | principi stabiliti ci abilitano a provare un importante teorema del 
sig. Hermite che si suol denominare « Regola di reciprocità ». 

Il numero d’invarianti di grado p nei coefficienti, posseduti da una bi- 
naria di grado n, è eguale al numero di invarianti del grado n posseduti da 
una binaria dell'ordine p. 

Infatti se 12°. 23°. 34°... è un invariante di grado p di una funzione del grado 
n, il numero delle figure 1, 2, 3... sarà p, e ciascuna di esse occorrerà n volte, 
Quindi potremo formare una funzione 


Ye — 8) (8 — 7) (7 — 9... 


ove ogni differenza « — fB corrisponde a un simbolo 12. .E questa funzione sod- 
disferà alle condizioni accennate nel teorema del $ 12, perchè dia luogo ad un 
invariante, e quest'invariante sarà del grado 7, ed apparterra ad una funzione 
del grado p, che ha per radici «, ß, y, È... 

Così siccome una funzione di 4° grado ha un’invariante del 2° ed uno del 3° 
grado, essa ammetterà tanti invarianti del grado p"° quante sono le soluzioni in- 
tere dell'equazione 2x + 37 = p, ed altrettanti saranno gl’invarianti di 4° grado 
ammessi da una binaria dell'ordine p. 

La regola di reciprocità dell’Hermite si estende facilmente anco ai covarianti. 

Sia 12%. 34”, 56°... il simbolo di un covariante, ove le differenti cifre siano 
p di numero, la 1 sia ripetuta a volte, la 26 volte, e così di seguito. Il co- 
variante sara di grado p nei coeflicienti , di grado (n — a) + (n — b) +... 
rispetto alle variabili. 

Formiamo ora la funzione corrispondente 


> (2 en 6) (8 er 7) (y = 0)” eh (x e A (x RALE By 


Le quantita «, 6, y, 0... sono evidentemente p di numero, ciascuna di esse è 
ripetuta m volte, ed è innalzata alla potenza massima 72. Ora questa funzione 
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da luogo ad un covariante di grado (n — a) + (n —b)... nelle variabili, di 
grado m nei coeflicienti, ed appartenente ad una binaria dell'ordine p. 

Quindi risulta, che ad ogni covariante di una binaria dell’ordine n, di 


grado p nei coefficienti corrisponde sempre un covariante di grado n nei coef- 
ficienti di una funzione di grado p. 


IL. 


is. Il primo degl'invarianti osservati fu, come abbiamo accennato, quella 
tale funzione dei coefficienti di una binaria, che fatta = 0, esprime la condi- 
zione di eguaglianza tra due almeno delle sue radici. Quest’ invariante è pre- 
cisamente il discriminante della binaria. La considerazione di esso è importan- 
tissima, anzi si può dire essenziale alla funzione stessa; così ci permetteremo di 
parlarne più particolarmente. 

Sia la funzione 





nin — 1 i 
U=a, x" +na, ey + | ) opr pe + 
12 
EURE mue RTE ET | 
se —, ... sono le radici di questa funzione, il discriminante di esso sara 
via 


evidentemente espresso da 
2 2 2 
D= (X, Ya ap Lat) (1,73 RE CH.) .... CARE TER T3 La) oe de 
Infatti questa è una funzione intera ed omogenea dei coeflicienti a, , a, , 4,... che 
si annulla per l'eguaglianza di-due qualunque delle radici. 
Questa espressione ci permette di presentare il discriminante in forma di 
determinante in funzione delle potenze delle radici della equazione corrispondente 


n(n — 1) 


fi=att+tna,t + a, td... = 0 


Difatti se «, ß, y... x sono le radici di questa equazione sara 


D 2 2 2 2 
Zac nt) ee MN A à RE —— 4 EHE 


o 


Ora se estragghiamo la radice da ambi i membri, e sviluppiamo il secondo per 
la moltiplicazione dei suoi fattori, è evidente che uno dei termini di esso, fatta 
astrazione dal segno equivarrà al prodotto 


ga y” Lt is 
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e tutti gli altri si ricaveranno da questo facendo tutte le possibili permutazioni 


tra le lettere a, ß, y... x. 
Ciò premesso ordiniamo lo sviluppo secondo le potenze ascendenti di =; 


avremo 





1 n— 
Va A+ AAA - 
o 


I coefficienti A, A, A, ... A,_, avranno la proprietà di annullare il primo mem- 
bro di questa equazione, allorchè « viene surrogato da ß, y... x; quindi 


—A,+A,6+ AG +...A,_, B" 


n—I 


o=A +Ay-+A,Yy+::- An17 
o= A +A, x + Ary t+... Any PATE 


Ora è evidente che A, A, A,... A,_, sono i complementi algebrici della prima 


linea del determinante 


n n—1 


1 a a A Oa a ie u 
1 ß Baolong IE Has 
2 n—1 


1 i Ye 


2 NeI 


1 X Mier cytes epee 


e perciò —=—- fatta astrazione da un coefficiente numerico sara = al quadrato di 
ao 


questo determinante : perciò si avrà D proporzionale ad 


So Sy So eo os Sn 
Sy $S, S3 ee Spay 
2(n—1) 
Ao So $3 DIA eta, slo (Sia 
Sn Sn Snr iste N u = Son—r 


dove s, rappresenta la somma delle potenze erresime delle radici «, ß, 7... x. 
Questa espressione del discriminante ci permetterebbe di calcolarne il valore in 
funzione dei coefficienti della funzione. Siccome però il calcolo delle funzioni 
simmetriche è laborioso, si è ricorso ad altri principii in virtù dei quali la ricerca 
del discriminante si riduce ad un problema di eliminazione. 
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16. Osserviamo primieramente che se f(t) è la derivata di f(t) il discrimi- 
nante sarà proporzionale ad 


I, N: I 

fe) £6) £0). - - fH 
Ora questa espressione € precisamente l’eliminante, ovvero il primo membro del- 
l'equazione risultante dall’eliminazione di ¢, fra 


fé =o conan CA TE 
Il che d’altronde è troppo evidente, giacchè per la definizione stessa del discri- 
minante i 
D = € 
rappresenta la condizione perchè due radici siano eguali, ossia perchè abbiasi 
simultaneamente 
fo=0, f@=o 

Si riprenda ora la U. È evidente che gli stessi valori che posti in luogo 

di ¢ riducono a zero 
fl) ce fo 


sostituiti in luogo di z annulleranno anche 


dU 
x fer 
Ma in virtù di un teorema di Eulero si ha 
U- dU a dU 
he d x dy I 
dunque i valori che verificano 
dU 
U=0 Te 0 
verificheranno eziandio 
Eu ; 
dr 


E perciò la ricerca del discriminante si riduce all’eliminazione di x, ed y tra 
le due equazioni omogenee 
dU F dU 
da d y 
Quindi il discriminante di una binaria, ed in generale di una funzione omoge- 
nea si definisce : Jl risultamento dell’eliminazione delle variabili fra tutte le 
derivate parziali della funzione rispetto alle variabili stesse. 


0 
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17. Vi sono moltissimi metodi di eliminazione: il metodo dialitico del Syl- 
vester ci permette di esprimere facilmente in forma di determinante, il discri- 
minante della binaria U. Questo metodo che conduce agli stessi risultati del 
metodo di Eulero, ma più semplicemente, è il seguente : 

Siano due equazioni omogenee di grado m ed n. Si moltiplichi la prima 
successivamente per x" ", ay, 2% %y2.. 9°, e l'altra per te 
amy"... JT. Avremo m + n equazioni. E se da queste eliminiamo 


Azzi 


m-+-n—I 


bh Pa 3 pisa nine I gmtn3 si its fe % 
come altrettante incognite al primo grado, avremo nella risultante, la risultante 
delle due equazioni di grado m ed n. 
Nel nostro caso le due equazioni sono 


(n —1) 


n — 1\(n — 2 
a cile ee a, xy + NE) N ) 


= BETH. di 7=0 


(n — 1) 


nh —ı)ın — 2 
Ae Teak ( )( ) 


1.2 


ds AY + AL" Poe da TERRE 


Se operiamo su queste due come è stato indicato si otterra 




















n—1 
a, rn À LE 0 0 
1 
n——1 
0 do in An 3 00 
n— 1 (n—ı)(n—2) 
0 0 ni ———l, . An 
1 1.2 
Da 
n— 1 
ni A, An 0 0 
1 
n— 1 
0 ay dai An ur 
4 
n— 1 n—1))n—2 
0 0 a, a EV PRO 
1 1.9 


E questa sara in generale l’espressione del discriminante di una binaria. 
Da quanto è stato detto di sopra si ricava agevolmente, che il grado del 
discriminante è sempre 2(2—1); e per conseguenza l’ordine rispetto agli indici 


è n(n—1). 
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18. Se la funzione U è eguale al prodotto di due altre funzioni 9 (xy), 
4 (xy), allora se chiamiamo A A’ i discriminanti di queste due funzioni, e se 
sì rappresentano con 
Tez aE er ms La 


— 


SE 1? fan 7 


VE ge tea ny 


le rispettive loro radici si avrà 





D = AA (CT; maga (ti T3 — 23.71)? ve (00.73 — 23.73)? . .. 
Ora il prodotto dei binomi quadrati che figurano nel secondo membro è rap- 
presentato dal quadrato del prodotto 
9 (a's 7) (I) (ET) - - 
ovvero del prodotto 
y (1,91) Ÿ (X29 2) d (3 73) Ei 
Donde concludiamo : Z7 discriminante del prodotto di due funzioni è eguale al 


prodotto dei loro discriminanti moltiplicato per il quadrato del loro eliminante. 
19. Discende facilmente da questo teorema che il discriminante di 


— ee 2 
a EG te we et Ya 
è della forma a, 9 +- a} dove 4 è il discriminante della funzione 
a, LT +a, AY + as LS +... any. 


Questo fatto si fa manifesto se si osserva che fatto a, = 0 la funzione propo- 
sta diviene eguale al prodotto di y per la funzione di grado n — ı soprain- 
dicata. In pari modo si dimostra che lo stesso discriminante è della forma 


An 9 = (pat p. 


20. Supponiamo ora che una funzione abbia il fattore quadrato (ey —x,Y)”. 
Trasformo la funzione ponendo xy, — x,y = Y. La nuova funzione avrà A, 
= À, = 0. Ne segue che il primo evettante del discriminante sarà della forma 
ve ba cioè si ridurra ad (xy, — x,y)". E questo può essere un metodo per 
trovare le radici eguali. 

Ma il discriminante stesso ci presenta immediatamente il mezzo per tro- 
vare queste radici eguali. 

Infatti se « è una doppia radice della U= a,x"—+a,@""+a,x" "+... 
la funzione (a, +2 A,) x" + (a, + A Ax) x" +... avra « per radice, purchè 
V =A, o* + A, at +... = 0, ed in tal caso potremo scrivere 
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U + AV = (x — 0) [o(x) +29 (x)l. 


Perciò il discriminante di U + AV, sarà divisibile per [9 («) + 24 (a) ]? e siccome 
9 (a) = 0, sarà divisibile per X°. Ora chiamando A il discriminante di U sara 
il discriminante di U + XV 


dA 1A 
A+2(A, N, + Asi 
°da, da 
Per ipotesi A = 0; il coefficiente di À sara pure eguale a zero, e perciò sara 
un fattore della V. Quindi si avrà 
dARI d A nea dhe 
= a 1a 7 a vas sak 


da, da, da, da, 


21. La teoria dei discriminanti trova una spontanea applicazione nelle super- 
ficie sviluppabili. 

Una superficie sviluppabile si può definire : l’ inviluppo di un piano che 
ha un parametro variabile. 

Ora se supponiamo 


n(n — 1) 


et nh Late cere 8-20 


l'equazione del piano mobile, di cui ¢ sia il parametro variabile, ed a,b, c... 
siano funzioni lineari delle coordinate x, y, 2, D = 0 rappresenterà I’ invi- 
luppo di quel piano , ossia una superficie sviluppabile del grado 2(m — 1). La 
classe di queste superficie sara evidentemente n. Se a, b, c.... sono funzioni 
lineari di due sole coordinate, D = 0 rappresenterà l’inviluppo della retta U. 
Essa sara una curva d'ordine 2(2 — 1), e di classe 72. 


III. 


. Accennate le principali proprieta comuni agli invarianti e covarianti delle 
BER sio di qualunque ordine, consideriamo in particolare gl’invarianti di 
quelle di 3° e 4° grado. 
Sia la cubica 
(1) U= ax’ + 3ba°y + 3cay° + dy’. 
Mi propongo primieramente di ridurre per mezzo di sostituzioni lineari que- 
sta funzione alla forma 


(2) AX3 + BY? 


o più semplicemente alla forma 
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u? + y 
essendo 
U—1X HET, = X + Ly. 


A tale oggetto considero senz altro il determinante 


Be Cr 7 
Geld b c 
: b 0 d 
E facile dimostrare che 
C— huv 


essendo À un coefficiente numerico. Infatti moltiplicando il detto determinante 


per 


LA: DANS 
a | 
SE RE OOhrs Faser 
RP ae: 


si ha 
ax by, br + cy 


be + cy, cx +dy 
Ora facendo le derivate seconde rispetto ad x, ed y di ambedue i membri del- 
l'identità 
ax? + 3bax?y + sexy’ + dy = u? + 9 
si ottiene 
ax + by = Xu+ Xv, bx + cy = dputi,p,v, ce+dy = put piv 
e perciò 
Wu + div ; put, pv 
= Siro 
Wu, uao 
Ora se risolviamo l'equazione C = 0, e troviamo i suoi fattori lineari 
x + my , XA ny 
avremo immediatamente 
U = A(x + my)’ + B(x + ny) 
ed A, B saranno determinate per mezzo di semplici relazioni di primo grado. 
Il determinante C detto dal Sig." Sylvester il Canonizante della U non è 
che l’Hessiano 
(ac — b’)x” + (ad — be)ay + (bd — c?)y? . 


Il cui discriminante è identico al discriminante della U. Onde ricaviamo senz’ al- 
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tro il noto teorema che un’ equazione .di 3° grado ha due radici immaginarie 

quando D < 0, le ha tutte reali quando D > 0. Quando D= 0, la cubica non 

può essere posta sotto la forma canonica. La forma più semplice della cubica 

in tal caso è x°y. o 
Notiamo di passaggio che il metodo adoperato per ridurre la (1) alla for- 

ma (2) è valevole per la riduzione della funzione omogenea 


_ — —3 == 
AL" + (on — 1)a, a"? + Gg to sl re 


alla forma 
utt RU ee up 


essendo x, una funzione lineare di x ed y. In tal caso il canonizante sarebbe 


ea 2 
ET — X 9; a n € ii tag 
(do a, a, . . . A, 
C= a, a, U3 RR: = hu, U, eee 
Ani An Ay+ı PESTE A on—1 


La riduzione alta forma canonica di una funzione di grado 27—1 dipenderebbe 
cosi da un’equazione di grado n. 

La cubica U messa sotto la forma (2) ci giovera per dimostrare assai fa- 
cilmente alcuni teoremi relativi agl'invarianti e i covarianti della medesima U. 
Infatti siccome queste funzioni mantengono colla primitiva le stesse relazioni co- 
munque questa sia linearmente trasformata, sarà sufficiente esaminare le relazioni 
che passano fra la funzione posta nella sua più semplice forma e i suoi inva- 
rianti e covarianti per concluderne, che le stesse relazioni hanno luogo per una 
binaria qualunque dello stesso grado. 

23. L'unico invariante posseduto dalla cubica U è il suo discriminante, il 
quale ottiensi dall’eliminazione di x e di y fra le due equazioni 


a > 2bxy + cy? =0 
pri = AX + 20XY pia 1 
1 dU 3 1 gain 
sy = bx° + 2xy + dy =0 


ed è 


A = 4(ac — b?)(bd — c?) — (ad — be)’. 


Il Sig." Einsenstein a proposito di questo invariante ha trovato, che se 
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ad? — 3bcd + 20° 
= — acd + 2b°d — bc? 
— abd + 2ac° — b’c 

ad — abe —- ab? 


| 


unw» 
| 


| 


si ha 
4(AC — B°)(BD — C°) — (AD — BC)? = [ (ac — b?)(bd — c?) — (ad — bc)? }. 
Questo teorema enunciato dall’Einsenstein senza dimostrazione (*), può essere pro- 


vato come segue. 
I valori di A, B, C, D possono essere espressi così : 


1 dA 1 dA 1 dA 1 dA 
die e a sda 
Si vede facilmente che se A' è il discriminante della funzione 
6) EE Dr 
da db dc dd 
il teorema sopraenunciato è rappresentato dalla relazione 
(4) A' = 164°. 
Ora la (3) è l’evettante dell’invariante A’, perciò se poniamo la U sotto la forma 
ax” + dy? 


la (3) prenderà la forma 
2 ad (ax? — dy’) 
donde si ricava immediatamente la relazione (4). 

Il Prof. Brioschi (**) ha dedotto lo stesso teorema immediatamente dal teorema 
più generale che « ogni invariante di un evettante è una funzione algebrica, in- 
» tera, razionale degl’invarianti della funzione originale », e per conseguenza es- 
sendo A' di 12° grado, dovrà essere . 

A' = hA?, 
24. Il discriminante A rappresenta, come abbiam veduto al $. 21; l’inviluppo 
di una linea o di una superficie, la cui equazione è la cubica U, dove a, b, c, d siano 
funzioni di due o tre coordinate, ed x : y rappresenti un parametro variabile. Se la 
superficie è un piano, il discriminante rappresenta una superficie sviluppabile. 
Se adunque a, b, c, d sono funzioni lineari di tre coordinate, l'equazione 


(*) Crelle, tomo 27, pag. 105. 
(**) Annali di scienze Matematiche e Fisiche. Nov. 1854. 
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== 0 
rappresenta una superficie sviluppabile di quart’ordine e di 3.* classe che ha per 
linea di regresso una curva rappresentata da due dell’equazioni 
(3) (ad — bc) — 0, ac—b?=0, bd — c? = 0. 
Questa curva è una cubica gobba. 
Al teorema analitico dell’Einsenstein corrisponde il seguente teorema geo- 
metrico, che l'inviluppo della superficie di terzo grado 
dop vi irene ca 
da db dc dd 
della quale £ sia il parametro variabile è una superficie sviluppabile di quart’ 
ordine identica a quella rappresentata da 
A=0 
Inoltre siccome la linea di regresso della A = 0, è rappresentata dall’equazioni 
(5) si avrà 
AD—BC= Afad — bc), AC — B* = A(ac —b?) , BD — C? — A(bd — c’) (*). 
Un elegante teorema di Cinamica dello Chasles trova una facile dimostrazione nella 
proprieta di A di rappresentare una superficie sviluppabile del 4° grado. « Se 
» tre punti si muovano uniformemente su tre rette nello spazio il piano mobile 


0 


» che passa per questi tre punti inviluppa una superficie sviluppabile del quart’ 
» ordine.». Siano infatti_a, 5 Vies Ca dan Cas sa CIS 
dinate di quei tre punti. Esse rappresentano funzioni lineari del tempo. Siano 
x, Y 3 le coordinate correnti di un punto del piano. L’equazione di questo 
sara 


X 191 Zz 1 
TL; 4 21 1 
di at) 
“Ca Ia Za 1 
X3 J3 23 1 


Sviluppando questo determinante, avremo un’equazione della forma 
at? + sbt + sct +d 
ove a, b, c. sono funzioni lineari di x, y, 2, e questo basta per la dimostra- 
zione del suenunciato teorema. 
25. Consideriamo ora la cubica in rapporto ad alcuno dei suoi éovarianti, 
(*) Il Cayley (Crelle, t. 34, p. 148) ha trovato che se si chiama A" il determinante delle de- 


rivate parziali del 2° ordine rispetto ad a, 6, c, d di A si ha A'—342. La dimostrazione del teorema, 
che segue, trovasi nel luogo citato. 3 
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e consideriamola nella sua forma canonica. Se con H e con J s’indicano l’Hes- 
siano, ed il primo evettante del discriminante, si avrà 
RP OH aday evade dy”): 
Donde ricaviamo 
J°— AU? = — aH’. 

Essendo J? — AU? un cubo perfetto, anco i suoi fattori J = U V/A sa- 

ranno perfetti cubi. Ed infatti si ha 
J + U VA = 2a° dx, J—U /A—2ad 7. 
Ora siccome 
Ar de 4 
xas + yd3 
è uno dei fattori di U, così il fattore corrispondente sarà proporzionale ad 
(U YA +J)s + (UyvA — J)s. 

Questo metodo di risoluzione della binaria U è dovuto al sig. Cayley. 

26. Vediamo ora quali rapporti esistano tra le radici della cubica, e quelle 
dei covarianti H ed I, considerati questi e quella come rappresentanti di si- 
stemi di punti in linea retta. 

Le radici x : y della cubica posta sotto la forma canonica sono determi- 
nate dall’equazioni 

(6) che xt+kty=0, XL+kt°y= 0 
ove k= {/{ , e t, t* sono le due radici immaginarie dell'unità negativa. 

L’Hessiano della cubica è aday, e le sue radici saranno 0 e — «. 

Se adunque esprimiamo con X, Y queste due radici e con a, ß, y le tre 
radici della cubica date rispettivamente dall’equazioni (6), si avrà 


(XaB 7) =(XBya)=(X7 ah) = 
ove (Xaßy) ecc. esprimono i tre rapporti anarmonici fondamentali del gruppo 
Xafy. In simil modo si avrebbe 
(ipy (ey apt; 
dunque (*) à due gruppi formati colle radici di una cubica, e con ciascuna 
delle radici del suo Hessiano, sono equianarmonici. 

Inoltre l’Hessiano di una forma cubica rappresenta due punti, che ri- 
spetto al gruppo rappresentato dalla cubica, hanno i centri armonici di 2. 
ordine fra loro coincidenti. 

Infatti se ©, rappresenta un centro armonico di 2° ordine del gruppo aßy 
rispetto ad @,, si avrà (**) 

(*) Cremona, Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane, p. 22. 

(**) Cremona, ivi, p. 10. x 
Tom. VII. N° 2. 13 
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@,—% of 9 —P o—y , 0-7 0,74 
See SS ot SO {oo 550. 

@,— % dr Bb o— 6 8, —Yy ®—-7Y w,— 2a 
Questo è un covariante. Questo covariante, osservando ai rapporti fra i coeffi- 
cienti della U e le sue radici, è rappresentato dall’equazione 

dai il 0e 

Ove si è posto x,:y, per ©, ed x, : 7, per o,. Affinchè questa equazione ab- 
bia due radici eguali, è necessario si abbia ad x, y, —0; e con ciò rimane 
senz’ altro dimostrato il teorema. 

Questi due teoremi sono dovuti al Prof. Battaglini; da questi due teoremi 
egli ha dedotto l’altro enunciato dal Prof. Cremona: se un sistema di quat- 
tro punti in linea retta è equianarmonico, tre qualunque di essi hanno ri- 
spetto al restante due centri armonici di secondo grado coincidenti (*). 

27. Vogliasi un punto che sia in rapporto armonico , con uno dei punti 
rappresentati dalla cubica rispetto agli altri due. 

Sia 

Ax? +2Bay+0y° 


il fattore della cubica, che contiene le radici corrispondenti a questi due punti. 
Se xy, — x,y è il terzo fattore si avrà 





Ay, =a, 2By, Ax =0, Cy—2Bx, — 0—Cx= d. 


Il punto richiesto sarà dato dall’equazione 
Ax + By + (Bx + Cry = 0, 
ossia avuto riguardo alle (7) dall’equazione 
(8) XY + xY = 0, 
ed eliminando x', y', tra questa e la ax? + dy? = 0, otteniamo 
ax” — dy = 0. 
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Adunque i covariante di 3° grado di una cubica, rappresenta tre punti con- 
jugati armonici rispettivamente di ciascuno dei tre punti rappresentati dalla 
cubica rispetto agli altri due (**). 
28. Passiamo ora alle binarie di 4° ordine, e consideriamo la forma generale 
(9) U— Axt+4b ay +6cax y +4dx 7 +e yÉ. 
La forma canonica di essa è 
ut pt + 6k u? 0? 


(*) Giornale di Matematiche di Napoli, 1863, p. 280 e 314. 
(**) Battaglini, ivi, p. 314. 
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dove 
U == Tiny, Geom À L+H: 

Essa non può essere ridotta alla forma ui + vf, giacchè questa non conterrebbe 
che quattro costanti, mentre queste nel caso generale sono cinque. 

La determinazione dei coefficienti À, », A,, wv, Si riporta alla determina- 
zione del prodotto wy, il quale sara della forma 

Axr+Bay+C0y?. 

Conosciute A, B, C, nei fattori di primo grado di questa funzione avremo 
ALA py, Ay De HT. 
A fine di determinare i tre coeflicienti A, B, C mi gioverò del teorema del 
$. 10. Opero adunque col simbolo 
A ee de id’ 


2 


dy? "i da dy Br dx 
sopra ambi i membri dell’ identità 
ax +4bx3y + 6ca°y° +4dxy +ey!=u' +01 + 6ku° 9? 
ed eguagliando i coeflicienti di ADN) (ottengo 
Ac—2Bb+Ca =kKA 
(10) Ad—2Bc+Cb=kB 
Ae—2Bd+Cc =k 


ove 


ki = 2 (4 À C — Bk. 


Ora eliminando A, B, C otterrò il determinante 


a b c—k' 
b C+ Ik d 20 
c—k a e 
ossia 
(11) ki — k'(ae — 4 bd + 3c?)— 2(ace + 2bcd — ad” — eb? —c?) = 0. 


I coefficienti di questa equazione sono gl’ invarianti quadratico e cubico della 
biquadratica (Indicherò in seguito quest'invarianti rispettivamente con S e T). 
Risoluta questa equazione sostituendo uno qualunque dei tre valori di A 
nell’equazioni (10) otterremo A, B, C. 
29. La forma canonica della biquadratica U. corrisponde alla forma in cui 
il nostro Ferrari pose per risolverla, l’equazione di 4° grado (*). Onde l’equa- 


(*) Il Ferrari infatti ridusse Ja biquadratica alla differenza di due quadrati. Ora da questa diffe- 
renza si passa molto facilmente alla forma uw! + v* + 6% u? v?. 
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zione (14) si può considerare come la ridotta o risolvente della biquadratica. Per 
risolvere l’equäzione di 4° grado, vari altri metodi si sono studiati, metodi che con- 
ducono a risolventi diverse. Ora è facile dimostrare come tali risolventi non siano 
che trasformate a sostituzioni lineari della (11). A tale scopo richiamiamo breve- 
mente le varie risolventi, che si adoprano per la risoluzione della biquadratica. 
Sia l’equazione 
(12) axt+4bx3 + 6ca° +4dx+e=0 


Si ponga per maggior semplicita 


b C d e 

FN LT matiere 
e siano 

PAM Ln xm! x +n! 


due fattori di 2° grado primi tra loro della (12). Si avranno le relazioni 


m-- m = 4p 
(19) NH em MI, 
13 : 
mn mn Ar 
nn = s 
Dalle (13) si ha 
| 4(pn —r 4(pn'—r 
nen nn 
donde 
is | ps — pr(n +n) +r 
pit ie PL zn ae 


4s—(n+ n’ 


Sottraendo 6g da ambi i membri di questa equazione , ed osservando che 
6g — mm =n+n', si ha 


(14) (n + n) — egln+n') + (4pr—s)(n + n') — 8(2p’— 39)s — 16 r°= 0. 


Questa è la ridotta di Lagrange. Se si fa n + n' = u, si ha dalle (13) 
(15) "i = ap == fap? OR Ve 
min se Vp? — + 69 aay Ut te) ae 





donde 


mim & 3 
Tee = (m — 2p)” =4p hh 


e fatte le sostituzioni si avrebbero equazioni di 3° grado in (m — m))?, od in 
(m — 2p)°, che corrispondono questa alla ridotta di Cartesio, quella alla ridotta 
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che ottiensi per lo spezzamento della x in quattro parti. Chiamo ora 9 (u) una 
di queste ridotte, p. es. quella di Lagrange; avrò 





9'""(0) : 


1.2.9. 


olu + 0) = ov) + vu + — 9'(0) u? + 


Ora se 9 soddisfa alla condizione ¢'(v) — 0, si ottiene 
a? ov) =—2T , i ar) = —S 

e con ciò rimane dimostrato che le varie ridotte trovate della biquadratica (12) 
si deducono l’una dall'altra per mezzo di sostituzioni lineari. Esse avranno inol- 
tre il discriminante comune colla biquadratica. Questa proprietà del rimanente de- 
riva facilmente dal seguente principio, da cui Lagrange ha mostrato doversi rica- 
vare le diverse ridotte di un'equazione. Se x,, x,, x3... x, sono le radici 
di un'equazione, e si ponga 


t= eX, + Lx, ext... aa" 


ove « è una radice immaginaria ennesima dell’unita, i diversi valori assunti da £ 
per tutte le possibili permutazioni di «, a... « sono le radici di una ridotta 
dell’ equazione di grado 7. Ora è evidente che se due radici di questa equa- 
zione sono eguali, lo saranno altresì due della trasformata, e perciò il discri- 
minante di questa sarà eguale o proporzionale al discriminante di quella. 

30. Abbiam veduto che l’invariante cubico si ottiene ponendo 2g in luogo 
di w nella ridotta di Lagrange, e moltiplicando per una quantità costante; adun- 
que T= 0 esprime la condizione 


n+n'=2g=jimm 
a cui debbono soddisfare le radici æ,, x, 3 X3; x; ossia 
I 
ya TS 3a 4 CC + LH + La Li). 


Questa relazione esprime che le radici &,, x, &3, X, sono in rapporto armonico. 
Siano «, 8, y le radici di una qualunque delle ridotte dell’equazione di 4° 
grado, e si ponga 


B — 7} ei RB 
ee y’ 6, 6 me Er ß 
zu, rk Lardo 
ai auf 7? e a Lim 6 


Si avra 
Oy. Ky il, 6,B,=1, Yı Ya 1 
Gi Para SB Ya = 15 Ya 7% =1. 


Da queste relazioni si deduce, che «,, ß,, y, rappresentano tre rapporti anar- 
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monici fondamentali. I punti a cui questi rapporti anarmonici si riferiscono sono 
i quattro rappresentati dall’equazione di 4° grado. Ora se «, ß, y sono le ra- 
dici della (11), e si pone S—0, si avrà | 

a= pi, P=et, ee 
dove £ #° sono le radici cubiche immaginarie dell’unità, e x = y2T; quindi 

a, = ff, = = —t°. 
Donde ricaviamo il teorema; un'equazione di quarto grado, il cui quadrinva- 
riante sia nullo, ha le quattro radici in rapporto equianarmonico. 
Sersiponet T =, "si" ha 


N 


a, — 2) Bi —=—1, x TE 


ciò ch’ esprime il teorema gia dimostrato, cioè se l’ invariante cubico di una 
equazione di quarto grado è nullo, due delle sue radici sono conjugate ar- 
moniche delle altre due. 

31. Le forme sotto cui si presentano le radici di un’ equazione di quarto 
grado, adottando l’una o l'altra delle accennate risolventi, sono notissime. Non 
credo però superfluo riportare l’elegantissima forma data dal Cayley al fattore 
di primo grado della biquadratica U.. 

Sia adunque 

U=ait+y'+e6qu’y’. 
Il suo Hessiano sara 
H = q(t + 71) + (1 — 39?)x? 7° 


ove g è determinato dalla (11) ovvero dall’altra 
(16) 42 —Sz+-T=o. 


Notiamo che siccome 
S Ack ee ie Pa 


le tre radici dell’equazione in z saranno 


Grid gesti 
AT 43 ANT SARI 9 : 





Ciò premesso, risolviamo col metodo di Ferrari la U; il suo fattore lineare sarà 
proporzionale ad 


(TUT 


innalzando questo fattore al quadrato ho 


Nim 
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== 2 XY + (=) (e Por (=) (x° — y?) 








2 
ovvero 


Di 


2 ry (23 cali 2,)2 = (20° SE SA 2,)2 2: (x° Fr Na re Zi) 
rendendo implicito in ogni radice il doppio segno. 
Moltiplicando ora per 
(z, = 23)2 (23 — 2,)2 (2, — 2,)? ’ 
ed osservando alle espressioni di U e di H si ottiene 
(2, — 23)(H — 2,U)2 + (3 — 2,)(H — 3,U)2 + (z, — 2,)(H — 2,0): . 
Adunque la radice di questa espressione sara proporzionale al fattore lineare 
della biquadratica U. 


32. Sia l’equazione 
(x? + ma + n) + (x? + m'x + n') =0 
dove © è una quantita variabile, ed i trinomi tra parentesi sono i due fattori 
di 2° grado considerati nel $. 29. La suddetta equazione rappresenta un’ invo- 


luzione di 2° grado, di cui fan parte le coppie di punti determinate dai detti 
fattori. I punti doppi di questa involuzione saranno determinati dall’equazione 


I 
(17) x(t + 0) + (“| = 
dove » soddisfa alla relazione 
(18) A(1 + o)(n + on) — (m + om) — 0. 


Se ora eliminiamo ©, m, m', n, n' in virtà delle (15) e (14) la risultante in x 
rappresenterà i punti doppi delle tre involuzioni determinate dalla biquadra- 
tica. Questa eliminazione riesce assai facile se noi consideriamo la biquadratica 
nella sua forma canonica. 

L’equazioni {15) divengono in questo caso 





l SE RUE u u” u u? 
m = V—(u +64) > 7 PSE * (u + 69); AT ra Sera a) AVE = 
2 4 


(© +1)(@-:) u +- 6g) = 0. 


Ora sostituendo i valori di m, m', n, n' nelle (17) e (18) si ottiene 
? 3 


e la (14) 


a(t + 0) + 3 (1 — 0) Y— (u + 6 q) =0 


2 ul + ©) + 4(1 — 0°) Ve + (1 — 0)’ (u + 6q) —0 


104 ANNALI DI MATEMATICA 


oe i— 
e tra queste eliminando : 


(erano | 


In questa espressione facciamo successivamente 





6) 5 “ 
s sı otterra 
(0) 


u u 

bivio eee: 
Si avra 

X?—1—0, xX +1i=0, x —0, X= © 
e perciò sostituendo x:y in luogo di x, la risultante cercata sarà 
xy(at — y!) = 0 
Questa espressione è proporzionale al covariante 12°.13 di U, il quale è 
J=(1—999) xy (a — y') 

Adunque J rappresenta i sei punti doppi delle tre involuzioni determinate dalle 


radici della biquadratica U. 
Osservando i valori di H e di V si trova J? proporzionale ad 


(ff — 2, UH — 2, UH — 23 U) 
ovvero ( ponendo mente alla (16) ) proporzionale a 
4 H — HU? + TU? 


33. Terminerò coll’osservare che il discriminante della biquadratica U è di- 
LA . . . . . 
pendente dagl'invarianti quadratico e cubico per la relazione 


D=S?— 37 T 


e che se D — 0 rappresenta una superficie sviluppabile (ciocche avviene quando 
i coeflicienti della biquadratica rappresentano dei piani), la sua linea di regresso 
è espressa dalle due equazioni 


DU, a Php 
Pavia, Ottobre 1865. 


(*) Cayley, Sur les Hyperdeterminants. Crelle, tomo 34, p. AAT. 


SSS — 
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SULLA FLESSIONE DELLE SUPERFICIE RIGATE 


MBUORLA 








DEL PROF. E. BELTRAMI 


—- Dci 


g. 1° 


Rappresentiamo con È, ng le coordinate ortogonali di una linea qualsivoglia trac- 
ciata sopra una superficie rigata, che rignarderemo come direttrice di questa super- 
ficie e che assoggetteremo alla sola condizione di non confondersi con una delle ge- 
neratrici rettilinee; con J, m,n i coseni degli angoli che la generatrice passante per 
il punto (&, n, ©) fa coi tre assi, e con v la lunghezza della porzione di generatrice 
compresa fra il punto anzidetto ed un altro punto qualunque della generatrice stessa. 
La superficie potrà rappresentarsi colle equazioni 


1. — EE + yl, y—=n-+ wm, 3— C-+0n, 
in cui le J, m,n sono legate dalla solita relazione 
DE P+ m+ n°=1. 


Noi supporremo tanto le 1, m, n, quanto le È, x, ¢ funzioni dell’ arco u della diret- 
trice, epperd avremo parimente la relazione 


3. + nt ot, 
in cui gli accenti indicano derivate prese relativamente ad u. 
Poniamo per brevità 
ri li + mn + ne =, 
['? + m'? u n'? = el ; 
e rappresentiamo con 8 l’angolo formato dalla generatrice colla direttrice , cioè po- 
niamo 
5. lt! + mr + né = così. 
Tom. VII. N.3. 14 
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Quest’ angolo, come gli altri che si presenteranno in seguito, sarà misurato nel senso 
in cui si procede dalla direzione positiva della direttrice (cioè da quella secondo 
cui cresce w) alla direzione positiva della generatrice (cioè a quella secondo cui 
cresce 0). 

Riguardando le u, v come coordinate curvilinee ed adottando le note segnature 
di Gauss, si trova: 


6. ET 9xv Eu”, F= cos 6, Go 1 


Supponendo ora che la superficie, considerata come flessibile ed inestendibile , 
venga a cambiare di forma, in modo però che le sue generatrici rettilinee si con— 
servino tali, è chiaro che la direttrice si trasformerà in una certa altra curva, di 
cui indicheremo con é,, n, 36, le coordinate, nel punto corrispondente al punto (É,n,%), 
mentre le 1, m, n si muteranno in 1,,m,,n,. Le variabili w, v avranno lo stesso 
valore nei punti corrispondenti delle due superficie, epperò affinchè I’ elemento li— 
neare sia, come dey’ essere, identico per le due superficie, ossia affinchè le E, F,G 
sieno le medesime per |’ una superficie e per I’ altra, è -evidentemente necessario e 
sufficiente che sussistano le tre equazioni: 


DV + mi + n? = e’, 
7 LE + min, + nd, cos 9, 
lE may +n ox, 
alle quali debbonsi aggiungere le due seguenti 
8. l'+mi+nj=1, ini + Lie 1 
Notiamo che per essere 


QE + ma + ne) = x + EH ma + nd, 

si ha 

a: EH mn" + né= — (x + 6’ sen 6). 
Ora chiamando p il raggio di curvatura della direttrice primitiva mel punto (u) ed 
« l’angolo che questo raggio fa col piano tangente della superficie, si ha 

10. IE" ma! né" = sen 0 =: 

D 
quindi 
COS w 





14% sen 6 — (x + 6'sen 6). 
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Dunque ell ultima delle equazioni (7) si può, in virtù di quella che la precede , 
sostituire la seguente 
COS 6); COS o 


n , 


i p 








12. 


la quale esprime che le curvature geodetiche delle due direttrici sono le stesse nei 
punti corrispondenti. Questo risultato poteva essere stabilito a priori, come conse- 
guenza della nota proprietà fondamentale di queste curvature: ma il processo te- 
nuto ci insegna, ciò che è assai importante pel nostro scopo, che le tre proprietà 
espresse dalle due prime equazioni (7) e dalla (12), come sono condizioni eviden- 
temente necessarie per |’ identità degli elementi lineari delle due superficie, così sono 
anche sufficienti a determinare questa identità. 

Chiamando dw la minima distanza delle due generatrici infinitamente vicine 
corrispondenti ai valori u ed u + du, si ha 


ame Hoe, Imn! 
e send — x 
13. ow lib Vee storie aft e'? sen — x2— | l'm'n'|, 
€ Ù I gl 
cone 


per cui la quantità sempre reale Ve” sen? — #° non può essere nulla che quando 
la superficie è sviluppabile. Questa formola non sussiste, 0, per meglio dire, diventa 
indeterminata per le superficie cilindriche, nelle quali si ha al tempo stesso e=x=0 : 
in questo caso particolarissimo si ha evidentemente 


3! dw = du sen‘. 


Le funzioni È,, 1,363 L,, m,, n,, che determinano la superficie trasformata, deb- 
bono soddisfare a cinque equazioni, equivalenti alle (7.), (8.). Quindi è chiaro che 
una di esse deve potersi scegliere ad arbitrio, ovvero che le espressioni generali 
ilelle anzidette sei quantità debbono involgere una funzione arbitraria. Cosifatte 
espressioni generali sono state assegnate dal sig. Minpine (*), che pel primo si è 
occupato di questo argomento, e dagli altri autori che hanno seguito le sue trac- 
cie (**). Ma se coll’ introduzione esplicita di una funzione arbitraria può dirsi che 
il problema sia risoluto analiticamente in tutta la sua generalità, non è lo stesso 
quando si abbia di mira la quistione geometrica. È chiaro infatti che, per determi- 
nare completamente la natura della superficie trasformata, si può prescrivere una 
nuova condizione, esprimibile per mezzo di un’ equazione finita o differenziale fra le 





-—__ 


(*) Giornale di CRELLE, t. XVIII. 
(**) Journal de l'Ecole Polytechnigue, Cahiers XXXII et XXXIX. 
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En Cy, Lis Mis 3, v. Volendo determinare la funzione arbitraria del sig. Mix- 
DING per mezzo di questa equazione, si incontrerebbero il più delle volte difficoltà 
analitiche assai più gravi di quelle che si devono superare trattando direttamente 
le sei equazioni fra le quantità anzidette. 

Noi ci proponiamo di mostrare |’ applicazione di questo secondo metodo ad al- 
cuni casi scelti fra i più interessanti, colla speranza che la semplicità dei calcoli e 
dei risultati possa invogliare altri a proseguire in queste ricerche, le quali sembrano 
promettere una messe abbondante di nuovi ed eleganti teoremi. 


6. 2° 


Se, ritenute soddisfatte le prime due condizioni (7.), si suppone che la curva- 
tura geodetica della primitiva direttrice sia nulla, risulta manifestamente dalla (12) 
essere necessario e sufficiente che sia nulla la curvatura geodetica della direttrice 
trasformata: vale a dire che, se la direttrice della 1° superficie è una linea geodetica, 
è necessario e sufficiente che sia geodetica anche quella della seconda, posto che 
sieno soddisfatte le altre due condizioni. Ciò premesso vediamo se la direttrice tra- 
sformata possa essere una retta. Assumendo questa retta per asse delle z e con- 
tando le sue lunghezze « dall’ origine, si avrebbe 





=U, n= 0, Cru, 


Per soddisfare alla seconda delle condizioni (7.) basta evidentemente supporre = 9 
l'angolo che la generatrice della superficie trasformata fa coll’ asse delle z: noi por- 
remo dunque 
14. I, = sen®cöse, m,j=sen0seng, n,= cos @ 
da cui 
+ mî + n't =0°+ 9” sen°0, 


e le due rimanenti condizioni si ridurranno così alle seguenti : 
COS © 


p 


Se dunque si ammette che la direttrice primitiva sia una linea geodetica della su- 
perficie data, la seconda di queste equazioni sarà identicamente soddisfatta, e la prima 
lo sarà egualmente determinando 9 colla formola 


10. o == esa du DS 


= 0. 





0°+ 9° sen’ = e, 


PURA ED APPLICATA. 109 
dopo di che le (14.) daranno i valori di Z,, m,,n,. Dunque: 

Ogni superficie rigata può sempre essere trasformata, per via di semplice fles- 
sione, in modo che una sua linea geodetica diventi una linea retta; e questa tra- 
sformazione dipende da una sola quadratura. 

Consideriamo per esempio I’ iperboloide di rotazione 

ze 2° 

en 
per il quale, assumendo eome linea direttrice la eireonferenza di gola, che è una sua 
linea geodetica, si può porre | 


U u 4 
= @ COS — » n=asen-; 6 So 
a a 


U u 
[= — cos @sen- , m = cos 6 cos- , n = sen 6 , lg 0 — 
a 


La formola (15) dà in questo caso 


__ucog? wu 
LA BT 
e quindi 
l,— sen 9 cos ti m,= sen 9 sen È ; nN, = COS 8. 


b’ 
Le coordinate della superficie trasformata, che è un elicoide a direttrice rettilinea, 
sono dunque 











a su cos È y= Dy sen = aly vats 69 
= COS > SI z= = 
ran rana CI À re 


da cui eliminando u,v si deduce. 


Se 


Va'+ y° + b Are tg 4 7 


2 


equazione di una superficie applicabile sull’ iperboloide di rotazione i cui semiassi 
sono a e b. | 
È bene osservare che quando la direttrice è una linea geodetica, si ha dalla (11.) 
x= — 0' send, e quindi (13.) 
sen 6 Ve”— 6° 
N ade 


€. 
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Ne risulta (15.) che se la superficie primitiva è sviluppabile si ha 9 == cost. e 
quindi la superficie trasformata è un piano. Questo fatto è una conseguenza neces- 
saria dell’ ipotesi da noi ammessa che nella trasformazione le generatrici si manten- 
gano rettilinee. 

Sono degne d’ essere notate le seguenti due applicazioni del teorema generale 
dimostrato al principio di questo $. 

1°) Ogni superficie gobba sulla quale esiste una linea geodetica normale a tutte 
le generatrici si può, come è manifesto, considerare come generata dalle rette per- 
pendicolari ai piani osculatori di una linea a doppia curvatura. Ora quando questa 
linea geodetica viene trasformata in una linea retta, le generatrici della superficie 
si dispongono tutte normalmente a questa retta. Si può dunque dire che: 

Ogni superficie gobba generata dalle perpendicolari ai piani osculatori di una 
linea a doppia curvatura è applicabile sopra una superficie conoidale (*). 

Le formole relative a questa trasformazione sono semplicissime. Infatti se l,m,n 
sono i coseni degli angoli fatti coi tre assi dalla normale al piano osculatore di una 
linea a doppia curvatura di cui u è l'arco, r il raggio di torsione, si ha 


e quindi 
du 


EQ), 7,075 Hu, Qi rani 


l= cos, m,=seng, n=0. 


2°) In virtù del teorema generale dimostrato in questo §. si vede che il nu- 
mero delle superficie rigate rettificanti di una linea qualsivoglia, piana od a doppia 
curvatura, è illimitato. È chiaro infatti che se da ogni punto di questa linea si 
conduce una retta perpendicolare alla normale principale ed inclinata sulla tangente 
di un angolo variabile con legge qualunque, si genera una superficie rigata della 
quale la linea data è linea geodetica: si può dunque sempre trasformare questa su- 
perficie in modo che la linea si converta in una retta. 

Chiamiamo a,, d,, €,3 Gz, day C23 43,03, C3 i coseni degli angoli fatti coi tre assi 
dalla tangente, dalla normale principale e dalla perpendicolare al piano oseulatore 
della linea data,.con p, r i raggi di 1° e 2° curvatura. Indicando con 1, m, n i 
coseni degli angoli fatti coi tre assi dalla generatrice di una delle superficie rigate 
rettificanti, si può porre 


l=a,cos0 + a,seng, m=d;cos9 + b; send, n = C, cos 9 + c, sen 9, 





(®) ENNEPER, Zeitschrift für Mathematik und Physik, 9 Jahrg., p. 398. 
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da cui, per le note formole del sig Serret (*), si deduce 


loss 





cos? send | 
: ET a, — 6 (a, send — a; cos 9) , 


(+ 0 “ea a 6 
m = 





n), — 6' (b, send — b; cos 6), 








nba (= + n : c,— 0 (c, sen 8 — cz cos 9) , 
e quindi , 
16. el 0 PR =) La 
p È 
Per questo valore la (15) diventa: 





ee) 


Quando si determina 9 coll’ equazione. 


026 1 
RE Re (le 
p T 


la superficie trasformata è un piano, e si ottiene così la sviluppabile rettificante , 
che è la sola superficie rettificante alla quale i geometri abbiano fin qui rivolta la 
loro attenzione. Infatti il noto valore di @ relativo ‘alle generatrici di questa super- 
ficie coincide col precedente. 

L'equazione (16.) rientra in una formola più generale che verrà stabilita altrove. 


ra 


Il teorema dimostrato nel $ precedente può rendersi intuilivo col mezzo di con- 
siderazioni geometriche semplicissime, le quali conducono altresì alla conoscenza di 
una proprietà più generale. 

Infatti ogni superficie rigata si può considerare come formata da infinite striscie, 
ciascuna compresa fra due generatrici rettilinee contigue. Si immagini una linea 
qualunque tracciata su questa superficie. Il piano tangente alla superficie in un punto 


di questa linea è determinato dalla direzione della generatrice passante per quel 
punto, e dalla direzione dell’ elemento di curva terminato al punto stesso. Ora è 





(*) Veggasi BERTRAND, Traite de calcul differentiel, SS. 590, 591. 
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chiaro che si può far girare la striscia contenente il successivo elemento intorno alla 
generatrice contenente il punto comune a questo ed al primo elemento, finchè l’al- 
tro termine del secondo elemento, e quindi tutto I’ elemento stesso, venga a giacere 
nel piano tangente che contiene il primo elemento. Nello stesso modo si può far 
girare la terza striscia finchè |’ elemento in essa contenuto si disponga nel piano 
determinato dall’ elemento precedente e dalla generatrice comune alla seconda ed 
alla terza striscia; e così di seguito. In tal guisa la primitiva superficie rigata viene 
a trasformarsi in un’altra sulla quale la curva trasformata si trova tracciata in modo 
che ciascuna coppia di elementi consecutivi esiste nel piano tangente la superficie 
stessa. Vale a dire la curva trasformata ha tutti i suoi piani osculatori tangenti la 
superficie trasformata, e però è una linea assintotica di questa superficie. Dunque : 

Ogni superficie rigata può sempre essere trasformata în modo che una linea 
qualunque tracciata sovr’ essa diventi una linea assintotica della superficie tra- 
sformata. 

Quando la linea primitiva è geodetica, comunque si infletta la superficie sulla 
quale è tracciata, essa deve sempre continuare ad essere. una geodetica della super- 
ficie trasformata, e quindi i suoi piani osculatori debbono sempre mantenersi nor— 
mali alla superficie stessa. Essa dunque non può diventare una linea assintotica senza 
trasformarsi in una retta, giacchè in ogni altro caso è impossibile che i suoi piani 
osculatori sieno al tempo stesso normali e tangenti alla superficie trasformata. Cosi 
si ricade sul teorema del $. precedente. 

Se la linea che si considera è una trajettoria ortogonale delle generatrici, e chiaro 
che quando essa è stata trasformata in linea assintotica, le sue normali principali 
sono dirette secondo le generatrici della superficie trasformata. Di qui si conclude 
che si può sempre, con una flessione opportuna , rendere tutte le generatrici di 
una superficie rigata normali principali di una qualunque delle loro trajettorie 
ortogonali (*). | 

È facile trovare le formole relative alla trasformazione in discorso. 

Infatti la (12.) da primieramente 

COS © 


= = 9 


1 p 

poichè ©, = 0 per le linee assintotiche. Di qui è confermata l’osservazione che se 
la prima direttrice è geodetica, la trasformata è una retta. L’ equazione precedente 
può seriversi, in virtù della (11.), 





oO 


sen 6 


17. a eg Aa 
Pı x + 6'send 





(*) Bour, Journal de l'Ecole Polytechnique, Cahier XXXIX, p. 52. 





> k 
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Quando la curva che si considera è la linea di stringimento, si ha x = 0, ep- 
però 

1 du 

PR vi er 


ovvero, chiamando dn I’ angolo di contingenza della linea trasformata, 
dn +d0=0, 


formola da cui si deduce un teorema noto (*). 

Chiamiamo ora @,, By) 713 Gas Bo» 723 %3» By, 73 1 coseni degli angoli fatti coi tre 
assi dalla tangente, dalla normale principale e dalla perpendicolare al piano oscula- 
tore della direttrice trasformata. Osservando che la generatrice della superficie tra- 
sformata è nel piano osculatore di questa curva e fa |’ angolo 9 colla tangente ad 
essa, si vede essere: 


18. 1,= a, c050 + a,send, m,—=f,cos 0 + B,sen0, n,= Y, 6059 + y, sen 6 


da cui, ricordando le già citate relazioni del Sig. Serret, si deduce 





: » sen” 1 NE 
li+mitni= rale Oo 
n P 
4 I 
dove r, è il raggio di torsione della curva trasformata. Di qui si cava (7., 17.) 
sén”0 


19. Ti = - 
Ve? sen°0 — x? 








Le due equazioni (17.) (19.), insieme colla (3.), definiscono completamente le tre 
funzioni Ë,,n,; &,, conosciute le quali le Z,, m,, n, sono date dalle (18.). 


Il valore di r, non diventa infinito che per Ver send —#= 0, cioè la curva 
trasformata non può essere piana che quando la superficie primitiva è sviluppabile, 
lo che è anche chiaro per sè. Bisogna però eccettuare il caso in cui la direttrice 
coincide collo spigolo di regresso della superficie sviluppabile, giacchè allora si ha 
8—0,x— 0 e la formola precedente diventa indeterminata, come dev’ essere: in- 
fatti comunque si pieghi una superficie sviluppabile, purchè le sue primitive gene- 
ratrici si mantengano rettilinee, è chiaro che il suo spigolo di regresso conserva 
sempre la proprietà caratteristica delle linee assintotiche, e, mentre la sua curvatura 
di prima specie si mantiene invariata in ciascun punto, la torsione può ricevere va- 


lori variabili con legge arbitraria. 


. 


(*) PAUL SERRET, Théorie nouvelle des lignes a double courbure, p. 150. 
Tom. VII. N. 3. 45 
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Quando la direttrice coincide colla linea di stringimento della superficie (suppo- 
sta non sviluppabile), si ha dalla (19.) la formola semplicissima 


sen 9 


che per 0 = 90° coincide con una che abbiamo già incontrata nella penultima ap- 
plicazione del $. 2°. 

La direttrice trasformata risulta definita , nella presente trasformazione , dalle 
espressioni dei due raggi di 1° e 2° curvatura in funzione dell’ arco: il problema 
di determinare una curva con queste condizioni è stalo recentemente trattato dal 
sig. Hoppe (*). Del resto è chiaro che I’ integrazione completa delle tre equazioni 
(17.) (19.) (3.), che sono del 2°, 3° e 1° ordine, deve introdurre sei costanti ar- 
bitrarie, che si possono determinare fissando la posizione assoluta della nuova diret- 
trice nello spazio. Tutte le superficie trasformate in questo modo non possono dun- 


que differire fra loro che per la posizione, come emerge anche dalle precedenti con- 
siderazioni geometriche. 


g. 4° 
Ponendo per brevità 
A=mn'—m'"n, B = nl — nl, C = Im' — Im, 
dalle tre equazioni 
LE + ma + nt = cos 6, 


lE + m+ n't =x, 


PI coe D — ta 
si deducono i valori seguenti: 
wit A Ve” sen°0 — x 
E > À 009.0. du, 


e? 


xm + B V e'° sen’ — x” 
Rn ae seen, HAL 


20. : n= mcosé + ; 


unt CY e seno — x? 


’ 
12 
E 


t¢ = n cos 9 + 


formole nelle quali il radicale deve esser preso collo stesso segno in tutte tre. 





(*) Giornale di CRELLE-BORCHARDT, t. LX, LXIII. 


PURA ED APPLICATA. 115 


Se escludiamo il caso delle superficie sviluppabili, 1 due sistemi di valori delle 
E, m',6 sono sempre essenzialmente differenti, poichè la quantità Ve? sen?@ — x non 


può esser nulla indipendentemente da u. Quindi è chiaro che uno solo di questi 
sistemi coinciderà con quello dei valori già precedentemente noti delle derivate &',n', t': 
in altri termini, affinchè la sostituzione dei valori dati di È, n, &, 1, m, n renda iden- 
tiche le tre formole precedenti, bisognerà dare al radicale un segno determinato. 


Ciò posto osserviamo che se si ponesse 
21. | RE In Th, 1.= 7, 
le cinque equazioni (7.) (8.) si ridurrebbero alle sole tre seguenti: 
2, +ma,+nt,= così, 
Vet mn’, + n't, =x, 
Biup, np Gf 


le quali non differiscono che per Ja sostituzione di &,,n',, 4, a &, n, da quelle 
che ci hanno forniti i valori (20) e che devono dare quindi per le prime tre quan- 
tità valori identici ai suddetti. Se dunque si prende in queste formole il radicale 
col segno opposto a quello che rende i loro secondi membri identicamente eguali a 
En’, si hanno i valori di &,, n',, &',, corrispondenti ad una superficie gobba di- 
stinta dalla data, il cui elemento lineare è identico a quello della prima e le cui 
generatrici sono parallele alle corrispondenti generatrici della stessa. Dunque: 
sempre possibile trasformare una superficie gobba in modo che ciascuna ge- 

neratrice della trasformata sia parallela alla corrispondente generatrice della pri- 
miliva. 

Facciamo alcune applicazioni di questo teorema: 

1°) Consideriamo dapprima una superficie dotata di una direttrice rettilinea e 
poniamo : 


ECO, n=0, tu, 


= sen 9 cosy, = sen 0 sen 9, n= così, 
donde 


' room awe ni = ee 
e — VOL gp sen°0, “= — 6' send, Ve” sen 0 — x — 9 sen? 0 


Sostituendo questi valori nelle formole (20) e prendendo il segno conveniente si 


* 
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trova : 
g' sen°0 


a Fo” senti (9 sen 29 cos 9 + 26' sen 0), 
g' sen?0 


N, = Pen (9' sen 29 sen 9 — 20' cos 9), 


ne 0®+ 9° cos 29 sen°0 
"0° 4 Gé sen? 
le quali formole, quando @ è costante, si risolvono nelle semplicissime i 
‚= sen 29 [du cos 9, n,= sen 29 [du seng, t,= cos 29. 


2°) Supponiamo che la superficie primitiva sia costituita dalle normali principali 
di una linea a doppia curvatura, e quindi poniamo: 


lesa ER pie Co, 
da cui si deduce 


t=-(0+5), m= (+2), n= (+2). 
p Tr p Lit p Tr 


Sı troverä 


1 1 1 
gal, ez4+4, ET Ve-x=-, 
2 p r p 
at pi Pahaebı are: 
può Ta P etn Pee PRE, 


si trovano le formole seguenti: 
8 = a, cos 9 + az3sen0, "=D, cos0 + dz sen ®, 
¢'.=c, cos 9 + c;sen0, 


dalle quali, nei casi particolari, si deducono coll’integrazione le coordinate della di- 
rettrice trasformata 
Da esse si ricava la relazione 


atnib + di, = 0059, 
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la quale ci insegna che l’angolo delle tangenti alle due direttrici nei punti corrispon- 
denti è — 0. 

Derivando le stesse formole si trova: 


Ù a, 
ei => — + (a, cos 9 — a, sen 0)0', 


,__ 6, 

Dara (b3 cos 8 — b, sen 0) ©, 
u __ Ca 
WESEN ©—c,sen 0) 9, 


da cui si trae: 
1 4 
dà aes o si 0” > 


L 


TD 


inoltre 


1 
EM a+ n'y b, + gi =, 
p 


e quindi, chiamando $ l’angolo che la normale principale della direttrice trasformata 


fa con quella della primitiva , 
1 


VAL + p° TE 


Affinchè le normali principali delle due curve fossero parallele (e quindi anche 
le normali principali della trasformata coincidessero colle generatrici della seconda 


E ros 


superficie) bisognerebbe che si avesse cos } = 1, e quindi p,= p, 0 = cost., È = cost. 
r 


Quest’ ultima equazione non appartiene, come è noto, che alle eliche cilindriche. Si 
riconosce agevolmente che in questo caso particolare la direttrice trasformata è un’. 
elica tracciata sul medesimo cilindro, eguale e simmetrica alla prima rispetto ad un 
piano normale alle generatrici del cilindro stesso. Due punti corrispondenti sì tro- 
vano sulla medesima generatrice. 

3°) La superficie abbia la linea di stringimento ortogonale alle generatrici, cioè 
sia costituita dalle perpendicolari ai piani osculatori di una linea a doppia curva- 
tura. In questo caso si ha 


cosé= 0, x—0, l=a, m=b, n=G, 


da cui 
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e quindi 


{ I ! 
=, = — big b=—6); 
Integrando si ottiene 


E=ax, È; Ng Yor Nis = 2 — 6; 


DI 


donde si vede che la direttrice trasformata è semplicemente simmetrica della pri- 
mitiva rispetto al punto che ha per coordinate $%,, + Yo» 3 %o Vale a dire che 
questo punto (arbitrario) divide per metà tutte le rette che congiungono due punti 
corrispondenti delle due direttrici. 

Troveremo nel §. 6° un'altro esempio di parallelismo delle generatrici corrispon- 
denti in due superficie trasformata I’ una dall’ altra. 


$. 5° 


Considereremo ora il caso che la direttrice debba trasformarsi in una curva 
piana. Assumendo il piano della curva trasformata per piano delle xy si avrà ¢,=0, 
e le equazioni della trasformazione saranno le seguenti : 


ul % D 
LE + Mia, COS 9 > Vet DL ti cee % ? 3 ch dh cia 1 ? 
22. 
l'+m+nî=1, Mami + nt =e, 


il cui numero é eguale a quello delle funzioni da determinare. 
Incominciamo coll’ eseludere il caso in cui si abbia simultaneamente : 


COS =), ziel, 


cioè in cui la linea di stringimento sia una trajettoria ortogonale delle generatrici, 
caso già considerato più volte. In questa ipotesi le prime due equazioni (22.) si 
possono scrivere : 

LE + mn, = 0, LE", + m,n’, = 0, 


e per soddisfarle bisogna supporre 


ovvero N Ein, = 0. 


La prima soluzione non è ammissibile che quando e' = 0, il chè richiede che la 
superficie data sia cilindrica: in questo caso la trasformazione resta indeterminata, 
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1 

come & evidente anche a priori. Nel secondo caso si avrebbe — = 0 e quindi la 
Pi 

direttrice trasformata sarebbe una linea retta, cioè si ricadrebbe sul teorema del Si- 


gnor Enneper, già dimostrato nel $. 
Escludendo dunque questi due casi, le due prime equazioni (22) danno 


(l,m',— m Deke = m', COS0 — mx, 
(l,m',— Um, = lx u ta cos 0, 
da cui quadrando e sommando si deduce 
(l,m' ,— limi) = (e°— n°) e0s?9 + (1 — n?) P+ 2xn,n', cos 0. 
Ma (l,m, — lm = (LÌ + mi) (DI cr m',) >. (1.0, +- MN) 


AI 2 12 
| = € (1 — ni) — n't, 
dunque sostituendo 
(€ — n°?) sen?0 == + (e'°— x?) n° + 2xn,n', cos 9 
da cui 
23. n', sen”0 + un, cos 0 = Vsen"9 — n° Ve? sen” — 22. 


Quest’ equazione differenziale serve a determinare n,; conosciuta questa quantità, 
le 1,,m,, Ë,, 1, sono date da semplici quadrature. Infatti se si pone 


24. I,= seng cosy, M,=sengsenp, . n= COS 9 
si ha i 
er g'° + Wi? sen’¢ 
e quindi 
25. yo fe du , 
sen 9 


equazione che fa conoscere % e quindi /,, m,. I precedenti valori di &,, a’, assu- 
mono poi la forma 
m',cos 6 — xm, | 410080 — xd, 
U sen’y Wee = We senta 
e forniscono coll’ integrazione le coordinate della direttrice trasformata. 
Siccome tutte le operazioni necessarie per la risoluzione del presente problema 
non implicano veruna impossibilità, così possiamo in generale enunciare il teorema: 
Ogni superficie rigata può sempre essere trasformata in modo che una sua li- 
nea qualsivoglia diventi piana. 


26. e” 
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Consideriamo alcuni casi particolari. 
1°) La direttrice sia una trajettoria ortogonale delle generatrici. 


Avendosi 9 = =? la (23) diventa 
ni= VI — n° Ve x 
da cui, confrontando colle ( (25.), si trae 


du 
fra v= fe 


Sostituendo nelle (26.) i valori di /,, m,, g' si ha 








= — sen, n,= cosy, 
da cui | 
f= — cosy.y', n',= — sen y. 
e quindi 
a = 9 


espressione che avrebbe potuto dedursi dalle (11.) (12.) le quali, per 6 = 3 danno 


COS ©} 
Pi 


= — %, 


osservando che 9 è manifestamente il complemento dell’ angolo che il piano tangente 
della superficie trasformata fa col piano della nuova direttrice, cioé g = 3 — «4. 

Se supponiamo che la superficie sia costituita dalle normali principali di una 
linea a doppia curvatura, e quindi che si abbia | 


1 1 
l=a,, m0, n= lg; e — area = — —) 
it 


du du 
Ri teal 2 rela 
r p sen 9 


«= —f sen ydu , n,=f cos ydu , pi== pseny 


troviamo 





da cut 


l,= seng cos Ÿ, my= Seng send, n,=c089. 


In questo caso si vede che 4 coincide, in valore assoluto, col complesso degli angoli 
di torsione della linea considerata. 
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Delle quattro costanti arbitrarie che entrano in queste formole tre corrispondono 
ad un semplice spostamento della direttrice trasformata nel piano xy, ma la quarta 
somministra, in generale, trasformazioni realmente distinte fra loro. 
2°) La direttrice sia una linea geodetica. 
Avendosi in tal caso dalla (11.) x= — 9'sen 9, I’ equazione (23.) diventa 


n', sen 6 — n, cos 0.0 = V sen?0 — n° VERTE dî, 


Quest’equazione ha per integrale generale 


— sen 0 sen je du| 
sen 0 


e possiede inoltre un’ integrale singolare, che è 
n,— send. 


Una considerazione semplicissima mostra che la soluzione del nostro problema è 
contenuta in questo integrale singolare. Infatti quando una linea geodetica sì tra- 
sforma in linea piana, essa continua ad essere linea geodetica della superficie tra- 
sformata, e quindi le rette normali a questa superficie nei punti di essa debbono 
trovarsi nel suo piano ed essere normali alla curva stessa. Per conseguenza le ge- 
neratrici della superficie trasformata debbono projettarsi sul piano della nuova diret- 
trice tangenzialmente alla direttrice stessa, epperò debbono fare I’ angolo @ col piano 
xy sul quale essa è tracciata. Dunque dev’ essere n,= sen 9, appunto com’ è espres- 
so dell’ integrale singolare. 

Questo ragionamento cessa d’ essere esatto solamente quando la direttrice si tra- 
sforma in una linea retta. A questo caso, già trattato nel $. 2°, corrisponde appunto 
l'integrale generale, del quale perciò non ci occuperemo. 


Poichè dunque si ha 9 ze dalla (25.) si trae 


e? — 9° 
y= vorn ———— du, 
009 
quindi 
= cos cos J, m,= cos d send, == send; 
poscia dalle (26.) si deduce 
E,= fcosd du, n= f sen y du. 
Si ha poi N= — sen d.y', n',— COS WW 


Tom. VII. N. 3. 16 
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da cui 


la 12 
BE aris f 


cos 8 


1 
Tail 
Così ‚sono determinati tutti gli elementi della superficie trasformata. 

Rammentiamo, a scanso d’ equivoci, che la presente trasformazione non può es- 
sere applicata al caso in cui la geodetica incontri tutte le generatrici ortogonalmente 
o, per meglio dire, che in questo caso la trasformata piana non può essere altro 
che una linea retta. 

Osserveremo anche che la trasformazione considerata in questo $. poteva, nel 
caso della linea geodetica, essere trattata più direttamente deducendo dalle equa- 
zioni 

LE, + my',= cos 8, 


! 
LE ét min; =0, 
2 2 sein 
l mM + N = 13 
i valori di L,, m,, n, e sostituendoli nella 


12 


12 2 Ub gos 
[i + ma+ni=e 3 


nel qual modo si sarebbe ottenuta un’ equazione alle derivate seconde in È,, 7, 
equivalente alla 


1_VP=F 


Pr cos 9 
ottenuta anche coll’altro metodo, e che poscia, combinata colla 
2 Za 
ASE i sa E 


avrebbe dati gli stessi valori trovati pocanzi. Applicheremo questo processo alla di- 
mostrazione del teorema che forma l’ oggetto del $. seguente, e ce ne serviremo più 
tardi per istabilire una formola generale. 


$. 6° 


Ogni superficie rigata può sempre essere trasformata in modo che una qualun- 
que delle sue linee geodetiche si trasformi in un'elica cilindrica. 

Supponiamo infatti che il cilindro sul quale I’ elica dey’ essere tracciata abbia le 
generatrici parallele all’asse delle z, e chiamiamo x, |’ angolo costante formato dal- 
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l'elica colle generatrici stesse. Bisognerà porre 
27. Li = COS p,, 


e quest’ equazione, combinata colle cinque seguenti 


123 


LE,+ Min = così — n, cosp,, 1,8",-+ mya',=0, BIL te == GOT Les 


28. 


Fa ATER, 


determinerà completamente le sei quantità relative alla superficie trasformata, ciò che 
dimostra la possibilità della trasformazione, nella quale è evidente che il valore di 
», può assumersi ad arbitrio. Bisogna eccettuare il caso in cui si avesse simultanea- 
mente cos p,=— 0, cos? = 0, caso che venne già escluso nel $. precedente e del 
quale si è già parlato; o, più in generale, in cui s’avesse u,— @, posto che 9 fosse 


costante. 
Osserviamo anzitutto che essendo in generale 


1 1! et 
f 2 I gl +i Ne el N {i tax? 
ta (nd rei, 161) an (ae 1 è 1 cb (&,n ante At) 
L 
I 1 
= dia, 
si ha nel nostro caso 


1 

= (+) tt, 
i 

quindi 


1 I " sen 
29. Er, Al cita n"? , fo pre ba ge Pr 
Pi Px 


Dalla seconda di queste equazioni, dalla terza delle (28.) e dalla 





Ha er 
EE tan = 0 


si deducono inoltre 1 valori seguenti: 


- 
n È 

30. Y= es ere , N = ee, 

Pr Sen Pr Pi SEN Pr 


Cid premesso, le due prime equazioni (28.) danno, viste le (30.), 
l, sen’u,— (cos 9 -— n, cos u.) È, » 


m, sen? = (cos 6 — n, c0s 4) Hy; 
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da cui quadrando e sommando si cava 
nè — Qn, cos u, cos 6 + c08’9 — sen'u,= 0, 
e quindi n,== cos (px + 0), 6080 —ın, LOSE, — Sen a, sen ipso 9 


Per conseguenza, prendendo il solo segno inferiore, affıne di restare in accordo colla 
convenzione stabilita nel $. 1°, si ha 
I 
31 „ea elta SER (Ur — 0) 


| SI RINO TEE rose OL 
: sen 4, : senz, ; (M1 


Sostituendo questi valori nell’ ultima delle (28.) si trova 


Ap ae sen” (ls La 0) g'2 
pi seni i, 
da eu 
39. 1 __senp, Vira bi 
Pr sen (u,— 6) 


Chiamando R' il raggio di curvatura della sezione retta del cilindro su cui è trac- 
ciata I’ elica, si ha, come è noto, R'= p, sen’ p,, e quindi 


1 Val 


33. dint DALE 7 eee 
R'  seng, sen (n,— 4) 


Sostituendo nelle (30) il valore di o, dato dalla (32.) e osservando la terza delle 
equazioni (28), si trovano le formole 


più Ver gr? N", / Ve” Rag 
PERS TH TERN. RE ee ee 
Vsen’u,— &? sen (u,— 0) Vsenu, — 12 sen (m, — 9) 


da cui, ponendo 














{2 
Ve 10° 


34. D ee , 
si cava 

35. E, == senp,'J cosodu, n,—senu, fsenodu, t,—= u cos p,, 
e quindi 


36. I,= sen (un, — 0) cosg, m,= sen (n,— 0) seno, n,= cos (u, — 0). 


Così si hanno per mezzo di sole quadrature tutte le formole relative alla nostra 
quistione. Le generatrici della superficie trasformata risultano manifestamente tan- 
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genti al cilindro, come doveva essere, perchè l’elica è per ipotesi una geodetica 
non solo della superficie cilindrica ma anche della superficie rigata. 

Faremo le due seguenti applicazioni: 
1°) Le formole | 


x u sent u sen u 
À ee La arr Ce Se Selmar Cc=ucosp, 


u sen p. u sen u 
l =— sen v sen ————, M= sen » cos 
a 





» n= cosy, 


rappresentano un elicoide rigato, la cui elica di stringimento (di cui w è I’ arco) è 
tracciata sopra un cilindro di raggio a, e fa colle generatrici di questo l’ angolo v, 
mentre v è l’angolo che le generatrici dell’ elicoide fanno con quelle del cilindro. 
Se poniamo per brevità 
a sen(v+g,—L)seny, 


sen v sen u 4. 


: hie ah usenzi 7 
dove a, è una costante arbitraria, si trova che © può prendersi eguale a ——— + — 

9,” 
poichè i valori della costante da aggiungersi all’ integrale (34.) non influiscono che 
sulla posizione assoluta della superficie trasformata; sostituendo questo valore di 9 


nelle formole (35.) (36.), si ha 


u sen u sen p. 
tic a, oe 9 = a, sen Ca 6: > = U cos Pai , 
I I 
u sen u sen u 
l,= — sen (v + p,+ pv) sen i : m,== sen (v+p,— pu) cos —— , 
ı I 


n= COS (Vv + Pi ri) \ 


formole perfettamente analoghe a quelle che rappresentano il primo elicoide, e che 
mostrano essere @,, bas Ÿ + g,— 4 quantità di egual significato delle a, x, v, rispetto 
all’ elicoide trasformato. 

T 


2 


Facendo u,= 0 si avrebbe l’elicoide a direttrice rettilinea, e facendo 1, —=<+ 1. — > 


e 2 aS . . . WE TE à 
si avrebbe l’elicoide a piano direttore. Finalmente facendo fra avrebbe un 


iperboloide di rotazione, superficie sulla quale sono applicabili, come è noto, tutti 
gli elicoidi contenuti nelle precedenti equazioni. Le formole relative a questo caso 
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sono: 
acos (4 —v) u sen u sen y a cos (un — Den u sen p sen v 
= ———_T_—— ne 1) ee ET TA rn 
sen x. sen » a cos (u. — v) ” *  sengsenv a cos (x — v) ’ 
LT — 0 5 
u sen u sen v u sen p. sen v 
I, = — cos (u — v) lee Ne, m, COS (u — v) COS a 
a cos (2— v) a cos ( u—yv) 


n,= sen (e —v), 


che sostituite nelle (1) danno, coll’ eliminazione di u, v, 


+ y 2? a? 
cos (u—v) sen’ (n—v)  sen°p sen” 


Il caso di eccezione, già menzionato da principio, si verifica attualmente per 
uu —v, come è facile riconoscere a posteriori. Questo valore della costante p, 


deve pertanto ritenersi escluso. | 
20) Supponiamo che la direttrice della prima superficie sia lasse delle z e po- 


niamo quindi: 
È =, 0 5 fe 0 , C Zul, N 


1 — sen 0 cosy, m = sen 6senŸ, n == COS 6. 


In questo caso si ha dalla (34) 
d' sen 9 
J sen (p,—0) 








Tato ’ 
valore che sostituito nelle formole (35) (36) porgerà la trasformazione richiesta. 
Se si suppone 9 costante ed = 1w,, si ha semplicemente g = $, e quindi 


lle m,= M, n=, 


cioè le generatrici della superficie trasformata diventano parallele a quelle della pri- 
mitiva, caso particolare della quistione trattata nel $. 4°. Otteniamo così un teo- 
rema che può essere enunciato come segue: 

Sopra un cilindro a base qualunque si tracci un’ elica formante colle genera- 
trici U’ angolo arbitrario u, e si faccia scorrere lungo quest’ elica, tangenzialmente 
al cilindro, una retta inclinata sulle generatrici dell’ angolo Zu. La superficie gobba 
ottenuta în tal modo è sovrapponibile a quella generata da una retta che si man- 
tiene costantemente parallela alle generatrici della superficie precedente, mentre 
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un suo punto si muove sopra un asse parallelo alle generatrici del cilindro e per- 
corre su quest’ asse lunghezze costantemente eguali agli archi corrispondenti del- 
l’ elica. 


6. 7° 


Le considerazioni geometriche di cui abbiamo fatto uso nel $. 2° potrebbero ser- 
vire a dimostrare facilmente che si può sempre trasformare una superficie rigata in 
modo che le sue generatrici diventino parallele a quelle di un cono direttore dato 
ad arbitrio (il quale però non può mai, tranne quando la superficie è cilindrica, 
essere ridotto ad una semplice retta). Questa proprietà fu già stabilita dal Sig. Mix- 
ping (I. ec.) e più recentemente dal Sig. Bour (*), il quale fondò su di essa un’ in- 
gegnosa classificazione delle superficie rigate. Perciò noi non ritorneremo su questo 
argomento e ci limiteremo ad esporre qualche considerazione relativa al caso in cui 
il cono assunto come direttore sia retto. 


In quest’ ipotesi, chiamando À I’ angolo che le generatrici del cono fanno col suo 
asse, che supponiamo parallelo ad Oz, si può porre 


I, = sen) cos 9, m,= sen À sen 9, Ny= COS À 
da cui 


e — p'sen.. 


Le equazioni che devono essere soddisfatte dalle funzioni £,, n,, €, sono quindi le 
seguenti: 


| te oi = 1; 
37. (€, cos © + n', Seng) sen À +), cos À = c089, 
| — (E, seng — n', cos 9) =x. 
La projezione sul piano xy della generatrice trasformata è rappresentata da 
(æ —&,)seno — (y — n)cosg= 0, 
epperò I’ inviluppo di tutte le projezioni analoghe deve soddisfare all’equazione 
i (x —&,) cos 9 + (y —n,) seng À g =, seng— n, cos 9, 


ossia, per le (4), 
38. E sen 9 —n', COS 9 = vosen À. 


Questa equazione fra u e v, alla quale si perverrebbe egualmente supponendo va- 





(*) Memoria citata, p. 43. 
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riabile I’ angolo à, rappresenta sulla superficie trasformata, la curva secondo cui la 
superficie stessa è inviluppata da una superficie cilindrica avente le generatrici pa- 
rallele all’ asse delle 2. La curva corrispondente sulla superficie primitiva è rappre- 
sentata dalla stessa equazione fra u e v, che, in virtù dell’ ultima equazione (37.) 
può seriversi, nell’ ipotesi di À costante e quindi di g' send == €, 


x + ve = 0. 


Sostituendo il valore di v cavato da quest’ equazione nelle (1.) si hanno le coordi- 
nate rettangole della curva in quistione, che sono 


xl xm nn 
erano” Va 2—= 6 — 


Da queste si deduce 





e quindi 
Ug! + my + nz = 0, 


risultato il quale c’insegna che la linea in discorso non è altro che la linea di strin- 
gimento. Dunque : 

La linea di stringimento d’ una superficie rigata avente tutte le generatrici 
equalmente inclinate rispetto ad un piano fisso è la linea di contatto fra questa 
superficie e la superficie cilindrica normale al piano ed involvente la superficie data. 

Reciprocamente : | 

Se la linea di contatto fra una superficie gobba ed una superficie cilindrica 
involvente è la linea di stringimento della prima superficie, le generatrici di que- 
sta sono tutte inclinate rispetto a quelle della seconda. | 

Infatti se si suppone À variabile e si considera come direttrice la stessa linea 
di stringimento, cioè si pone x = 0, si ottiene al posto della terza equazione (37.) 





la seguente: 
4 (2, cos @ + n', sen,g) cos À — ¢', send } X= (E, seng — n, cos) g' send, 


quindi, in virtù della seconda equazione (37.), che rimane invariata, e della 
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g',= cos (A + 0), I’ equazione (38.) diventa 


2 sen 0 = vg” sen’). 


Ora la linea di contatto della superficie trasformata colla superficie cilindrica deve, 
per ipotesi, coincidere colla direttrice, cioè colla v = 0, dunque X sen 6 = 0. Se la 
superficie non è sviluppabile, sen 9 non può essere nullo, dunque bisogna che si 
abbia A—= 0 cioè À = cost. 

Del resto queste proprietà si possono rendere evidenti per mezzo di facili con- 
siderazioni geometriche. 

Infatti quando due rette concorrenti in un punto dello spazio sono egualmente 
inclinate rispetto ad un piano fisso è chiaro che, projettando su questo piano la 
normale comune condotta ad esse dal loro punto d’ intersezione si ottiene una retta 
che divide in due parti eguali l’ angolo formato dalle projezioni delle due rette. 
Di qui risulta che se due rette infinitamente vicine e non situate in un medesimo 
piano fanno lo stesso angolo con un piano fisso, la direzione della loro minima di- 
stanza deve projettarsi su questo piano parallelamente alla bissettrice dell’ angolo 
infinitesimo formato dalle proiezioni delle due rette. Ora la lunghezza della minima 
distanza essendo infinitamente piccola, anche la sua projezione deve esser tale e quindi, 
avuto riguardo alla direzione che prende questa projezione, è chiaro che le proje— 
zioni dei piedi della minima distanza anzidetta debbono cadere sulle projezioni delle 
due rette, in punti infinitamente vicini all’ intersezione di queste due projezioni. 

Applicando quest’ osservazione alle successive coppie di generatrici infinitamente 
vicine di una superficie gobba avente tutte le generatrici egualmente inclinate ri- 
spetto ad un piano fisso, se ne conclude immediatamente che « la linea di strin- 
gimento di una tale superficie gobba si projetta su questo piano secondo l’ invi- 
luppo delle projezioni delle generatrici. » 

Inversamente, se due generatrici contigue non fanno lo stesso angolo con un 
piano fisso, la direzione della minima distanza projettata su questo piano forma un 
angolo finito colle projezioni delle generatrici. Dunque affinchè la projezione della 
minima distanza sia infinitamente piccola dello stess’ ordine dell’ angolo compreso 
dalle due generatrici e quindi anche dalle loro projezioni, bisogna che le projezioni 
dei piedi di questa minima distanza cadano ad una distanza finita dall’ intersezione 
delle due. projezioni, donde risulta evidentemente che la projezione della linea di 
stringimento non può coincidere coll’ inviluppo delle projezioni delle generatrici. Dun- 
que insieme col teorema precedente sussiste il teorema inverso, e quindi anche il 
reciproco. 

Le considerazioni precedenti rendono intuitive aleune proprietà notate dal sig. Bon- 

Tom. VII. N. 3. 17 
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ner (*), le quali del resto sono una conseguenza immediata della formola (11.). Se 
le generatrici di una superficie gobba sono tutte egualmente inclinate rispetto ad un 
piano fisso, esse fanno pure un angolo costante colle generatrici della superficie ci- 
lindrica normale a questo piano ed involvente la superficie gobba lungo la sua linea 
di stringimento. Dunque se questa linea facesse un angolo costante colle generatrici 
della superficie gobba, farebbe del pari un angolo costante con quelle della superfi- 
cie cilindrica, ossia sarebbe un’ elica cilindrica, epperò una linea geodetica tanto della 
superficie cilindrica quanto della superficie gobba tangente. Reciprocamente se la li- 
nea di stringimento fosse una geodetica della superficie gobba, essa sarebbe tale an- 
che rispetto alla superficie cilindrica e quindi farebbe un angolo costante tanto colle 
generatrici di questa quanto con quelle della superficie gobba. Ora ogni superficie 
gobba può trasformarsi in un’ altra avente tutte le generatrici egualmente inclinate 
sopra un piano fisso, e le proprietà caratteristiche delle linee geodetiche e della li- 
nea di stringimento si mantengono inalterate. nella trasformazione; è dunque chiaro 
che le osservazioni precedenti conducono a questo teorema : 

Se la linea di stringimento d’una superficie gobba incontra tutte le generatrici 
sotto un angolo costante, essa è al tempo stesso linea geodetica; e, reciprocamente, 
se essa è linea geodetica, essa attraversa tutte le generatrici sotto un angolo co- 
stante. 

Sussiste anche l’altra proprietà, già enunciata dal sig. Bonnet (ibid.) che « se 
una linea geodetica incontra tutte le generalrici sotto un angolo costante, essa è 
la linea di stringimento.» Infatti trasformiamo la superficie in modo che la geode- 
tica in questione diventi una linea retta: tutte le generatrici della superficie tra- 
sformata risulteranno egualmente inclinate su questa retta e quindi, per un prece- 
dente teorema, la retta stessa sarà linea di stringimento della superficie trasformata. 
Dunque ec. 


§. 8° 


Chiamando a, b, c i coseni degli angoli che fa coi tre assi la normale alla su- 
perficie rigata nel punto (u) della direttrice, avremo 


I | I I el I 

n — Cm (En Em — all 
39. RN i drain de MN EEE esto RM ren 
sen 9 sen 0 sen 9 


(*) Journal de l'Ecole Polytechnique, cah. XXXII, p. 71. Un teorema molto più generale è stato 
dato dal Sig. Brioscai nel Giornale dell Istituto Lombardo t. IX, fase. 54. 

I teoremi del Sig. BONNET sono stati dimostrati geometricamente dal Sig. PAUL SerKET: vedi Théo- 
rie nouvelle des courbes & double courbure p. 149. 
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Affinche la superficie trasformata sia tangente, in tutti i punti della nuova direttrice, 
ad un cilindro normale al piano xy, bisognerà che si abbia 


40. È m, nil = 0 , 


e quest’equazione combinata colle solite cinque (7.) ed (8.) potrà servire a determi 
nare le sei funzioni &,, n,, &,, li, m,, n,. Per questa ricerca si potrà procedere nel 
modo seguente: 

Dalle (20.) si ricava: 


1 mn msn nn 
tm — nl = -3 | — x (Im'— I'm) + n Ve? sen o— x |, 
€ 


e quindi la condizione (40.) puö essere surrogata dalla seguente : 


x (I, m',;— l, m,) = ni (e° sen” a) 
ovvero 
1 CPAS. AE. 2 
n', sen*0 = x” (1 — n°), 
da cui si cava 





xdu 

41. n,=c089, ponendo 9 = {ES 

Quindi ponendo di nuovo 
TS eevee A 
42. pe Versen — ay 
2 sen 0 sen 9 

si hanno i valori di Z,, m,, ,, dalle formole 

33. l,= sengcosy, m,= seng seny, N, 0089. 


Se x fosse = 0, si avrebbe 9 = cost. e si ricadrebbe sopra ufi teorema dimo- 
strato nel $. precedente. Se la superficie primitiva fosse sviluppabile si avrebbe 


V e*sen?9 — x? = 0 e quindi g= cost., 


cioè la superficie trasformata sarebbe piana. Ma se la direttrice fosse lo stesso spi- 
golo di regresso, si avrebbe simultaneamente x= 0, 8— 0 e le formole di tra- 
sformazione diventerebbero indeterminate, come è manifesto a priori. 

È chiaro che l’ angolo fatto dalla direttrice trasformata colle generatrici del ci- 
lindro involvente è =9 +0, e che |’ angolo fatto dalla tangente alla sezione retta 
del cilindro stesso coll’ asse delle æ è = y. Ne risulta che 


44. E = sen (9 + 0) cos Ÿ, n',== sen (9 + 6) sen Ÿ, bi cos (9 + 5), 


valori che potrebbero dedursi dalle (20.), cambiando 1, m, n, in L,,m,,n.. 
* 
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Da queste formole si deduce 


1 (x+0'seno)  (e” sen?9 — x?) sen? (9 + 6) 
== —_ + tilt 
1 


sen? sen?p sen°0 





© 


od anche, per la (11), 





2 12 2n _ 2 2 
AS. = (ee) + sen 0 Hé (p + 0) 
Pi p sen 9 sen*9 


Si determina facilmente anche la curvatura Rr della sezion retta del cilindro. In- 


1 i i 
fatti denominando R la curvatura della sezione normale fatta nella superficie tra- 
I 
sformata tangenzialmente alla nuova direttrice, si ha dalla (45.) 


1 sen(9 +6). Ve sento — x? 
R, seng sen 0 

e quindi 

16. Ve? sen? — x? 


sen 9 send sen (9 + 6) ; 


= 


al» 


Gli sviluppi che precedono ci permettono di enunciare il seguente teorema: 

È sempre possibile trasformare una superficie rigata in modo che una sua li- 
nea qualunque diventi linea di contatto fra la superficie trasformata ed una su- 
perficie cilindrica. 

Quando la direttrice è una linea geodetica si ha x = — 6'sen@ quindi 


o= 00, c',= 008001 


donde emerge essere la nuova direttrice un'elica, come doveva essere. Si ha pure 
in questo caso: 
1 — sen 9, ver— Dal al TES Ver— a ) 
Pi sen (9 — 06) R' sen 0, sen (9, — 0) 
formole che concordano colle (32.) (33.). 
Quando la direttrice è la linea di stringimento si trova 


4 | 
Fr 


4 


e* sen? (9 + 6) 1 e 


e AF. ET N A 4 + 


sen?0 ? R sen g sen (9 + 6) 


10 


dove o è un angolo costante. 
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Quando la direttrice è una trajettoria ortogonale delle generatrici si ha 
1 2 1 a x2 


= + (e°— x”) colg?o, — 
Pa R sen o coso 
Sisd: 
Accenneremo per ultimo una condizione di natura molto generale che si pud 
prescrivere alla trasformazione. 
Ponendo per brevità 


M = (mn — m'n) + (nl — nl) n + (Im'’— Im) 4, 
N = (né — n'y 1 + RE LE) m + (a #4) n, 
si riconosce facilmente che 1’ equazione 
Mdv — Ndu = 0 
definisce per ogni punto (u) della direttrice v = 0, la direzione nie coniugata ri- 


du 
spetto a quella della direttrice stessa in quel punto; laonde se in luogo del rap- 


dv . MR 
porto a! sostituisce una funzione determinata di u, 1’ equazione risultante esprime 
u 


la condizione che dev’ essere soddisfatta affinchè la direttrice abbia in ciascun punto 
la tangente coniugata colla direzione definita dalla funzione stessa. Così per es. l’equa- 
zione N= 0 esprime la condizione perchè la direttrice sia linea assintotica (ciò che 
segue senz’ altro dal significato geometrico dell’ espressione di N). Invece l’ equazione 
M = 0 esprime la condizione perchè la direttrice sia linea coniugata rispetto alle ge- 
neratrici rettilinee. È abbastanza chiaro per sè che quest’ ultima circostanza non 
può verificarsi che per le superficie sviluppabili : ciò emerge del resto immediata- 
mente dalle nostre formole, se si osserva che le (20.) danno 


M = A+ Br+ Gt= = Ve” seno — u” 


e che, come abbiamo dichiarato nel §. 1°, la quantità Ye?sen?9 — „2 non può an- 


nullarsi che sulle superficie sviluppabili. 


Da Ape ES 
Affinche la direzione i sia normale a quella della direttrice bisogna porre 
dv … 1 


du così 





’ 
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epperò 1 equazione 
M > N cos 9 = 0 


esprime la condizione perchè la direttrice v = 0 sia linea di curvatura della super- 
ficie rigata. Quando la superficie non è sviluppabile si vede che la precedente con- 


By f : : T È - , : 
dizione non pud mai essere soddisfatta per Rot lo che rientra nell osservazione 


precedente (*). 
Indicando con N, ciò che diventa N quando si passa dalla superficie primitiva 
alla trasformata, è chiaro che aggiungendo alle cinque relazioni (7.) (8.) la 


41. N, cos 0 + Ve” seno — x? = 0, 


si potranno, in generale, determinare le sei funzioni È,, 7,,¢,; L,, m,,n,, lo che 
equivale a dire che « in generale si può trasformare una superficie gobba in modo 
che una linea tracciata sovr’ essa, e che non sia nè una generatrice nè una tra- 
jettoria ortogonale delle generatrici, diventi linea di curvatura della superficie tra- 
sformata. i 

Il valore di N, non contiene, oltre le quantità 0, x, e, che il raggio di curva— 
iura p, della direttrice trasformata. Infatti dalle tre equazioni 


LE + mat nie cos 9, 


COS © 
LE" + mn, + n,6",= seno 





> 
lt + mi +n? =1 
si deducono i valori seguenti di Z,, m,,n, 


I,= a, 60856 + ap a, + az Vsen’o — mp 


UE PARENTS 0 
48. mi= (00089 + 00,6. + B3 Vsen?6 — Bp y o = send — 





N, 716059 + Op,y, + 73 Vsen?0 — op, 


dove le quantità «, 6, y hanno i significati con cui si usarono nel $. 3° Da que- 
sti valori si deduce : 


24 Vsen’ tre 


2 
re TE. 


Pr 


49. N, 








(*) La proprietà che « ogni superficie rigata avente per linea di curvatura una trajettoria orto- 
gonale delle sue generatrici è necessariamente una superficie sviluppabile » può riguardarsi come una 
conseguenza dell’ altra che « le tangenti condotte dai punti di una linea a due differenti sue svi- 
luppate formano fra loro un angolo costante. » 
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Sostituendo questo valore nell’ equazione (47.) si ottiene 


> e" sen’9 — x? + ow? cos? 
50. = pato Vl enim Ha 00888 
Pr sen Ü cos 0 
valore sempre reale perchè ©” sen?9 — x? è quantità positiva (§. 1°). 
1 o : ; 
Chiamando RK la curvatura normale della direttrice trasformata, si ha, pel valore 
I 


di o, 
51 1 VE send’ — x° 
. — = LL ———— ————m6m@m! 
R, sen? cos 0 
valore che diventa indeterminato quando la direttrice primitiva è una trajettoria or- 
togonale delle generatrici di una superficie sviluppabile, come è evidente a priori. 
Quando la direttrice è geodetica si ha o=0, x = —6'sen9, e quindi 
12 | 
SO, Ne 


a EE — ? 


pig così 


valore che coincide con quello trovato nel §. 4°, applicazione 2°; così doveva es- 
sere infatti poiché, come è notissimo, una linea geodetica non può essere al tempo 
stesso linea di curvatura, senza essere piana. 








Se la direttrice fosse la linea di stringimento si avrebbe x = 0,05 = — 4 sen 0, 
epperò 
: TE Ciara I 
1, Vet+ 6 coso een …. A 
Pı cos 9 R, cos 9 
Caio: 


Noi non vogliamo moltiplicare maggiormente questi esempi, sufficienti a mostrare 
l’ opportunità del metodo. 

Ognuno vedrà che molte delle quistioni da noi trattate sono suscettibili di ge- 
neralizzazione. Così per es. il problema del $. 5° è un caso particolare di quest’al- 
tro: Trasformare una superficie rigata in modo che una linea data sovr’ essa si 
disponga sopra un’ altra superficie data; quello del $. 6° rientra nel seguente : 
Trasformare una superficie rigata in modo che una delle sue linee geodetiche di- 
venti linea geodetica di un’ altra superficie; e quest’ ultimo è alla sua volta con- 
“tenuto in quest’ altro, generalizzazione di quello risoluto nel $. 8°: Trasformare 
una superficie rigata in modo che una linea data sovr’essa diventi linea di con- 
tatto fra la superficie stessa ed un’altra superficie data; e così via. La risoluzione 
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di queste e d’ altrettali quistioni sarebbe certamente meno semplice di quella che 
abbiamo potuto conseguire nei casi speciali da noi trattati, ma appunto perciò me- 
riterebbe d’ essere fatta argomento d’ulteriori ricerche. 

Termineremo coll’ osservare che in generale non è possibile trasformare la di- 
rettrice (che è del resto una linea arbitrariamente tracciata sulla superficie) in un’ 
altra linea di specie data, poichè ciò imporrebbe due condizioni alla trasformazione. 
Può accadere però in certe circostanze, che questa trasformazione sia possibile, e 
ne abbiamo un esempio assai ovvio nella quistione trattata nel $. 6°. Per poter 
giudicare in ogni caso della possibilità di queste trasformazioni noi stabiliremo un’ 
equazione, che deve riguardarsi come fondamentale nella teoria delle superficie ri- 
gate, poichè esprime una condizione che deve essere necessariamente soddisfatta da 
ogni curva trasformata, indipendentemente dalla superficie in cui si trasforma la su- 
perficie primitiva. | 

Quest’ equazione si ottiene eliminando le tre quantità Z,, m,, n, fra le tre equa- 
zioni (48.) e la prima delle (8). 

Ponendo per un istante 


h=pv, k = Vsen?9 — p20” 


si ottiene dalle (48), mediante le formole del Sig. SerrEr, 


s9 
l', == xa; + (1 + EB + =) a, + (x — -) do, 
Pi ry r 








M, 76, + (1 = 


così È «oe 
n= xy + (w+ +.) 7 (i —À) 13° 


cos 0 k 
I 


I 





I r, 


da cui, quadrando e sommando, 


9 à 3 
| 


I I 





Ponendo 





L sn sen 6 VE — pî (= >) 
P=h+ Ag (e. sen =) i Se re 
I e 
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questa formola può seriversi nel modo che segue (*) 


Games cos w\* 
C 2 12 
52. (P+ lega a 


0, cos w\° 
is p ) 


e costituisce una relazione fra le quattro quantita 





do, 
Big Pr Se Py 9 Be 


che si mantiene sempre la stessa, qualunque sia la trasformazione operata sulla su- 
perficie rigata (purché tale da conservar rettilinee le sue generatrici primitive). In 
altre parole, essa è un’ equazione differenziale che appartiene a tutte le curve in 
cui può trasformarsi la direttrice della superficie rigata. 


x 


Così per esempio, quando la direttrice è una linea geodetica, si ha 


COS © sen 9 ; 
0, BP x= — 6 send, 
p Ve 








e la formola precedente si riduce a quest’ altra semplicissima : 


cos 0 sen 9 


Pi Tr 


53. 








IE 12 12 
= Ve 0 > 


che ha la stessa forma della (16.) §. 2°, come manifestamente doveva essere. Po— 


nendo e 0, quest’ ultima formola si riduce a quella che da il valore di Pi 
I 


nella applicazione 2°, $. 5°. 
Se invece la direttrice fosse una trajettoria ortogonale delle generatrici, si avrebbe 


c0S © 


s = 0 , cos 0 == 0, 
p 





= —— * 
e la (52.) darebbe: 


12 2 
E — x, 


\! 
1% 
54. i (ir) V 


rr VI= pe 


_ COS w 


RCE AN 
In tale ipotesi però s’avrebbe nella formola precedente h —sen9, 4 —0, e se ne ricaverebbe subito il 
valore di 7. dato dall’ equazione (19) del 8. 3°. 


Tom. VII. N. 3. 18 


(*) Questa trasformazione esclude solamente il caso, verificatosi nel $. 3°, in cui si abbia — 
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| 1 Un: 
equazione dalla quale, facendo —= 0, si ricava per p, il medesimo valore otte— 
ri } 
nuto con altro metodo nell’ applicazione 1°, $. 5° 

Se la direttrice è la linea di stringimento si ha 


f 


COS & 
iz 9 


p 


— — 9 





„0, 


e la (52.) riducesi facilmente alla seguente: 


cos 9 — Pr (2,9 sen 0)' a 9 


P.IVA en p20” ry 





99. 





Le formole precedenti possono serviré a determinare una delle quantità p,, 7, 
quando I’ altra è data, o determinata da certe condizioni. 
Così nel $. 4°, applicazione 2*, abbiamo trovato il valore 


p; == ee 5 
I VA po 
dipendentemente dalle relazioni 


1 — i 
PAR x» = — —,; Veran 
È 


2 
Applicando la formola (54) si trova 
Age (00) 


= 


? 


r, r d1+p 0" 
valore che avrebbesi potuto dedurre, meno prontamente, dalle formole del $. citato 
La formola (32) del ¢. 6° fornisce il valore di p, relativo ad una linea geo- 
detica trasformata in elica cilindrica. Sostituendo nella (53) questo valore si ha 
1 cos p, Ye” — 6” 








"sen (1,— 0) 


Vi 


formola che combinata colla predetta riproduce la nota proprietà delle eliche ci- 
lindriche. | 
Noteremo finalmente che eliminando r, fra l’ equazione (52) e la 
pi +ripi = 95 
che caratterizza le linee tracciate sopra una sfera di raggio g, si otterrebbe un’ e- 
quazione differenziale del 1° ordine fra p, ed u, l’integrazione della quale farebbe 
conoscere la trasformata sferica della direttrice primitiva. 


Pisa, Maggio 1865. 
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RISOLUZIONE DI UN PROBLEMA 


RELATIVO ALLA TEORIA 


DELLE SUPERFICIE GOBBE 


DEL PROF. E. BELTRAMI. 


>> — 


Le recenti ricerche del sig. Dini intorno alla quistione di sapere se, fra le su- 
perficie definite da certe relazioni particolari fra i due raggi di curvatura principali, 
esistano superficie gobbe, mi hanno dato occasione di trattare questo argomento col 
metodo adoperato nella precedente mia Memoria sulle superficie rigate. 

Per tal uopo ho trovato acconcio anzi tutto di cambiare l’ enunciato del pro- 
blema e di eoncepirlo nel modo più generale possibile. La quistione che io risolvo 
nel presente scritto può infatti formularsi nel modo seguente: 

rovare tutte le superficie gobbe à cui raggi principali di curvatura hanno fra 
loro în ciascun punto una relazione costante, non data a priori. 

In tutto ciò che segue intendo escluse espressamente le superficie DIO SVI- 
luppabili, siecome quelle alle quali la proposta quistione, nel suo senso proprio, non 
può essere applicata. 

Poniamo, come nella Memoria precitata, 


a=È+ vl, 
y=n+ UM, 
a=t+ vn; 


ed indichiamo, come ha fatto Gauss, con A, B, C i tre binomj 


dy dz dy dz dz de dz da de dy da dy 


— — mt u, 
— — + eee 


du dv dv du’ dudv dvdu’ du dv du 
Rammentando che È, n, €, 7, m, n sono funzioni della sola u, si trova facilmente: 
A = wn— Em — v (mn'— mn), 
B= ¢l — En — v (nl — nl), 
C = Em— nl — v (lm — I'm). 
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Indichiamo inoltre con A, x, vi coseni degli angoli che la generatrice della superfi- 
cie fa rispettivamente colla tangente, colla normale e colla perpendicolare al piano 
osculatore della direttrice nel punto pel quale passa la generatrice medesima. Avremo 
le formole 

= My + PA, + 03, 


m — Ab, + pb, + vb3 - 
A C+ po, + VC3 , 


dalle quali, facendo uso delle formole di SerRET, e ponendo 


a LE. tee wee 
(cosicchè 
(2) + purt+wi= 0), 
si deduce, colla derivazione rispetto ad u, 
! = d,a,+ p,0,-+ ¥,03, 


m= ,b,+ piba + vbs, 
n= Al + pil, + Vice 
Da queste formole si trae 


la, + mb, + nc,=cos9 =}, 


lu mib banana 


0 
' 


Se dunque assumiamo come direttrice la linea di stringimento, per la quale si ha, 
come è noto, 
l'a,+ mb, + n'e,= 0 
otteniamo per A, x, v i valori seguenti: 
= cos 6, 
(3) | u= — p@ sen®, 
v= sen 6 VI — p°6”, 


che potrebbersi anche dedurre da formole date nella citata Memoria. 
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Per essere X,= 0, la formola (2) si riduce alla 
(4) bit we 0, 
e per la stessa ragione si ha semplicemente 
bis Pilat V03 9 
m= Bb + V103 ’ 
n'= pt v,Ca. 
Da queste espressioni, ponendo di osa 


Te - y 
(5) A, vi s Ua = wat = , y= Y, e — 


p 


si deduce con una seconda derivazione 


IN = a+ pla v203 » 
m' = À,0,+ pb, + vb; , 
N = 16, pCa Vale. 
Coll’ aiuto delle formole precedenti si trova facilmente : 
mn'— mn = (u, pv) a, 0; ua, 


nl — nl = (w,— pu) b,— Wid, + 27,53, 


Im — Im = (av, — AV) Cr Mila + ps ; 


bn — Cm = — va, + pa, 
am — b,l e u mei LE 


e quindi, sostituendo nei valori di A, B, C: 
A = — v(uv— pv) a — (v — vw) a, + (& — Vu) a3, 


B= — v (w,— a) di (v — vdv,) ba. + (u — vu) da, 


C= — 0 (mn — par) Cr (v — 0A) Ca+ (1 — vu) C2. 
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Si trova pure: | 
da = via J 
du 20, + ders A, vv; , 


2 


d 1 
a= vb, + (ve. >) Db, + vv,b3 , 


2, 1 
12 = VÀ,C, + (+ *) C,-+ Uv,C3 5 


d°x 


Anda pila kt Vis » 





d°y 

dudv Baba Vita 

d’z RR 

a y 

dudu Kıta 103 > 
d’x d’y dizto 
di Pei in 


Da queste varie espressioni risulta, che ponendo per brevit: 


v 


P— —-, 
p. 


x Av 
Q = MV Me’ ze ’ 


R = 2 (uva wavs) + À (er — py), 
e usando i simboli D, D', D" nel senso delle Disquisitiones generales, si ha: 
D=P+Q0— Rw, 
= Pb) 
D'S 0: 
Rammentiamo inoltre che si ha 
B= 1+ 0? (+ y= 1 + 0’, 
F = così, 
Dir 


EG — F?== sen?0 + ve”, 
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ed osserviamo che, per essere 


(uy, a Br)’ (po v?) (u? ala vi) — (up + wi)? 


= e” sen’ per le (3) (4), 
si può scrivere 


(7) D'= uw, — po = e sen 9. 


Per questi valori 1’ equazione generale in R dei raggi di curvatura (vedi t. IV di 
questi Annali p. 284) 


Gr) 
Bee RG AURONT ECTS R VEG—F ‘ 


indicando con R,, R, i detti due raggi, porge le due relazioni seguenti: 


| e'° sen°0 
~~ (sen? 0 + v? 5)? 


R, 
i+ R, ARE Be 
RR, (sen’9 + v? ape 





3 









dove si è posto 
(8) P,= P — 2e! sen 0 cos 6. 


Eliminando v fra le due on precedenti si trova 





gp & | VBR, RR — 1 PR} VRE = | 
sen ® 


sen 6 [sen 9 
o? 


send 


SRL: 
VZR;R, 





ie sen 0)? + Pit. 

Siccome quest’ equazione non contiene più, insieme coi due raggi principali R,, R,, 
che la variabile w, sotto le funzioni e, 9, etc., così il nostro problema è ora ridotto 
a trovare le forme che devono avere queste funzioni (e quindi le È, n,t, l, m,n), 
affinchè. dall’ equazione medesima sparisca identicamente la variabile w. Ora poichè 
in luogo delle due quantità R,, R, è lecito introdurre due qualunque loro funzioni. 
indipendenti, così poniamo per un momento 


VERRAT, = J, 
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e consideriamo le X, Y come variabili principali in luogo delle R,, R,. Ponendo 
di nuovo, per brevità, 





= h, e sen 8 — k, R+h P,=R', 


ed innalzando al quadrato i due membri dell’equazione (9) si trova, dopo aver di- 
viso per h4k8, 


Q° a) AER PUR Rey 0 
e7 | 


Notiamo bene che la quantità htk?, ossia Sag? Non può essere mai nè nulla nè 
en 


infinita. Infatti 9 si annulla soltanto sulle superficie sviluppabili, ed e’, più in par- 
ticolare ancora, sulle sole superficie cilindriche, due casi che abbiamo escluso fino 
dal principio. Dunque le conclusioni: che dedurremo dalla precedente trasformazione 
deli’ equazione primitiva non possono andar soggette ad ‘aleuna eccezione, finchè si 
tratti di superficie gobbe. i 

Ora siccome nell’ equazione precedente si è isolato il quadrato di Y, così l’equa- 
zione stessa può risultare indipendente dalla variabile u solamente quando, per la 
natura delle funzioni che entrano nella composizione dei suoi coefficienti, questi 
stessi coefficienti risultano costanti, cioè quando, indicando con a, b,c, d quattro 
costanti indeterminate, si ha: 


R Q R’ 


Fans eh , == b , - —— 9 
hk? | hk h2k° 
Q? 2RR' 
hi ate 








= d. 


Ora dall’ ultima di queste relazioni, in virtù delle prime tre, si deduce 


PRESO LA Sail (à 


b? 


dunque la quantità h, ossia » deve essere costante. 





(Questa deduzione cessa d’ essere rigorosa nel caso in cui è sia nullo, cioè nel 
caso in cui si abbia nella (9) Q = 0. Ma, facendo uso di alcune trasformazioni che 
vedremo fra un momento, si trova facilmente che se A è variabile con u, si ha 
sempre 


O = h' sen’é. 


x 


PURA ED APPLICATA. 145 
Dunque, poichè @ non può essere nullo, se Q è zero dev’esser tale anche h', e 
quindi h dev’ essere costante. Del resto da quest’ ultima formola emerge che Q è 
appunto nullo in ogni caso: ma noi non faremo ora uso di questa conclusione, che 
non è per anche dimostrata.) 
Si ha poscia 


e = hsen0, k=hsen°0, 
3 3 i 
R = ah’ sen*o, Q = bh’ sen’e , R'= ch’ sen°6 , 
P,= h° (ch — b) sen°0, 
o più semplicemente, mutando le costanti e ricordando la (8), 
Q=asen?, R = bsen?9, Piz csen 6, 


(10) 
P = sen?9 (c sen 6 + 2h cos 6). 


Lo stesso valore e'= hsen 9, sostituito nella (7), dà 
uv, — pv = hsen?9, 
e quest’ equazione combinata colla (4), osservando che a’ v*= sen’, porge 
(11) p= —h, v;= hp. 
Sostituendo questi valori nelle (5) si trova 


nr - Ha = n(— ’+ ‘), „= h (+3). 


Ma dalle (1) si ha pure, per le stesse (11), 


+ = (W +2), y = oh, 
quindi possiamo scrivere 


2 
(12) ug =, re (hv >) 


Così abbiamo i valori di ft» Vr» day Mas Vas espressi per le sole quantità A, a, v, p. 
Tom. VII. N. 3. 19. 
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Da essi si deduce 
A 
Pila — Bai Al sen’ + =) ’ 


A 
[Ve Ha Ver Er ZON 


p 
quindi (6): 
— 99? 
R = h? sen 0(h sen 6 cos 6 + are) ; 
p 
(13) Q=0, 


sen 9 VA — pÎ6* 


p 


P= 


(Se h non fosse costante, i valori (11) rimarrebbero esatti egualmente, ma quelli 
di x, e % (12) dovrebbero essere accresciuti rispettivamente di — h'v e di + ha, 
e la loro sostituzione nel valore di Q darebbe per risultato Q = h'sen?0 , come si 
è detto pocanzi.) 

Di ciascuna delle quantità P, R abbiamo ora due valori: i precedenti, cioè, e 
quelli dati dalle (10). Eguagliandoli si trova: 


is vi RME p76" 


P 


— sen 9 (c sen 8 + 2h cos 6), 


vi og EE, 


b sen?0 = h° (1 sen 6 cos 8 + 
p 


ed eliminando si ottiene : 


V1 res 00” 
p 


(b + ch?) sen 0 + h? cos 9 = 0. 


Ora affinchè quest’equazione fosse identica per ogni valore di 0, bisognerebbe che 
si avesse h= 0, b — 0. Ma h non può essere zero, perchè tale non può essere #, 
dunque bisogna che 9 sia costante, epperò, per un noto teorema di Bonnet, che la 
linea di stringimento sia anche linea geodetica della superficie. Si giungerebbe allo 


1e ae: 
stesso risultato quando, volendosi supporre p= + gi? Sl rendesse impossibile la pre- 


cedente eliminazione. 
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Dovendo essere costante l’ angolo 0, l’una o l’altra delle due precedenti equa- 
zioni dà: p = costante. | 
Avendo stabilito in tal modo che 6'= 0 e che quindi e'= cost., p — cost., è 
facilissimo completare la determinazione della classe di superficie gobbe della quale 
ci occupiamo. Si ha infatti dalle (3) (11) (12). 








À = cos 0, m— 0, v=sen®d, 
a 0, Ba h sen®, „= 0% 
h sen 6 Os 6 
I, = ’ Ya 0 D „= — nh sen 0 + È ) 
p 


Confrontando il valore di #, qui ottenuto con quello dato dalle (1) si trova 





(14) 


=— hsend, 


cos 0 sen 9 
p r 


e poichè in questa equazione @ e p sono costanti, è necessario che anche r sia co- 
stante: bisogna quindi, per un teorema di Purseux, che la direttrice sia un’ elica 
tracciata sopra un cilindro di rivoluzione, donde consegue essere la superficie un 
elicoide rigato avente quest’ elica per linea di stringimento. 

Ora daremo all’equazione (9) la sua forma finale. Si ha dalle (8) (13) 


fi 
‚= — sen 0 ( + 2h sen @ cos o) 5 
: p PI 
Q=0, 
2 4 
R = h sen 0 Re he cos 0) , 
epperò l’ equazione anzidetta si trasforma nella seguente: 


sen 6 (5+ h sen @ cos ) (1 jene 1) 


R,+R, 


8 
— h’sen*6; 





— 


+ sen0(- + 2h sen 0.0080) = 0, 


1-02 
ossia, dopo qualche riduzione: 


+ R, 1 








0 = sen o sang (5+ sen 8 cos ) V— R,R, — così. 


* 
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Si può eliminare la costante À introducendo le sole quantità p,r,9, che sono più 
direttamente connesse colla natura della superficie. Abbiamo infatti la formola (14) 
che ci permette di fare questa eliminazione, compiuta la quale si trova finalmente : 











. R, +R, così sen 0 
(15) Ey (= oan? ) senc 
NETTI 
+ (ei ) VTE — cos9 0. 


a 


Il risultato finale della nostra investigazione è contenuto, quanto alla determi- 
nazione della superficie cercata, nelle equazioni 


9 = cost., Reihe pi cost; r = cost. 


le quali, riassumendo il già detto, esprimono che: le sole superficie gobbe fra à cu? 
raggi principali di curvatura sussiste în ogni punto una relazione costante, sono 
gli elicoidi. 

Reciprocamente: tutti gli elicoidi rigati posseggono questa proprietà (*); e la 
relazione costante che si verifica per questi elicoidi è rappresentata dall’ equa- 
zione (15). 


E chiaro poi che nulla impedisce di supporre — = 0, cioè di supporre che l'e- 
+ 


lica di stringimento sia una retla. In questo caso la quantita r che, per la sua de- 
finizione, resterebbe indeterminata, deve ricevere: un valore costante, che può sce- 
gliersi comunque: ciò emerge dalla formola (14). 

Non faremo che due applicazioni della formola (15). 

1°) Meunier ha dimostrato pel primo che esiste una sola superficie rigata d’area 
minima, cioè soddisfacente alla relazione 


Rit R,=0, 


ed è I’ elfeoide a piano direttore ed a direttrice rettilinea. Questo teorema è una 
conseguenza immediata della nostra formola: infatti, se ha luogo la precedente re— 
lazione in ogni punto della superficie, si deve avere 


sen 8 cos 0 


p = 2 








ILE così = 0, 








(*) È anzi evidente che in qualunque superficie elicoidale si verifica la proprietà che uno dei raggi 
di curvatura è funzione dell’ altro. 
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cioè 


equazioni che caratterizzano appunto I’ elicoide testè menzionato. 
2°) Quando si suppone — = 0, l’elica di stringimento diventa una circonferenza 
r 


e la superficie una superficie di rivoluzione. In questo caso l’ equazione (15) diventa, 
ponendovi p = — a, 


fr 


+ 


siti br = 
(R + R,) Va sen 6 così + (—R,R,)* send — a (—R,R,)* cos 9 = 0, 


e si decompone in due fattori nel modo seguente : 





a Li een LI premete 3 
IR? ¥ sen 6 — (— R,)* Vacos 9} { Ra cos0 + (—R,)§ Vsend} — 0, 


donde emerge la sussistenza dell’una o dell’altra di queste due relazioni : 


= co 


3 
= (a cot 9), — R = (a cot 6), 
I 


| 
PZ 


le quali concordano nell’ esprimere la notissima proprieta delle superficie di rivolu- 
zione del 2° ordine, d’ avere uno dei raggi principali costantemente proporzionale al 
cubo dell’ altro. 

Si potrebbe, in alcuni casi, trovar preferibile di introdurre nell’ equazione (15), 
in luogo dei raggi di 1° e 2° curvatura p ed r, il raggio a della base del cilindro 
sul quale è tracciata l’elica di stringimento e l'angolo © che quest’ elica fa colle ge- 
neratrici del cilindro stesso. Facendo uso di relazioni note si trova facilmente che 
l’ equazione (15) viene allora a trasformarsi nella seguente : 


Ser ee ee a —— ila à 
KR ve sen @ sen @ sen (© — 6) + sen w cos (0 — €) V—R, R,. 


— à cos 0 — 0. 
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Ma sotto questa forma essa non si presta più ai casi in cui a= 0, cioè agli eli- 
coidi rigati a direttrice rettilinea. 


Pisa, Dicembre 1865. 


P. S. Nell'intervallo di tempo che corse fra la consegna della presente Nota 
alla Redazione degli Annali e la sua pubblicazione, il Sig. Dini è pervenuto dal 
canto suo ai medesimi risultati. Mi sono creduto in debito di far conoscere que- 
sta circostanza, esternando in pari tempo il desiderio che il Sig.. Dini pubblichi 
la sua dimostrazione, che è intieramente diversa da quella che precede. Il confronto 
dei due metodi non può che recare maggior luce sopra un soggetto non privo d’ in- 
teresse. 


NZ ge. 
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INTORNO AD ALCUNE SOMME DI CUBI 


NEUZIEN 


DIANGELO GENOCCHI 


Professore di Matematica nella Regia Universita di Torino. 


1° S; conoscono parecchie soluzioni, con numeri interi e positivi, dell’equa- 


zione 
(1) 2e +(x+r) +(x+2r)ÿ =y, 


e da esse infinite altre se ne possono dedurre moltiplicando per un medesimo 
fattore i valori già trovati di x, r, e y. Queste saranno soluzioni derivate : cer- 
cheremo altre soluzioni primitive nel modo seguente. Posto x+r=4s , y= 66, 
risulta 

(2) s(r? + 85?) = 983, 
e per risolver questa si pone 

s=9t3, r+sy=8=(p+gqgy=8), 

donde si trae 


r=p(p-2g),  s=q (3p? -89°), 


e però 
t'3 = s'{p* — 245"), fatto psn 
Si pone indi 
seat’, p + s'y24=(r' + saa, 


onde 


p = r' (r'? x 725"°) j s' — gg" (r'°+ so) 
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ossia 
st! (r'2+ gs"! = 9£!!3 È 
equazione simile alla (2), che risolvendosi cogli stessi numeri può servire a tro- 


varne successivamente quante soluzioni si vogliano. 
Si prenda la soluzione r'=s"="=4: ne dedurremo 


s' = art"? 


= yey UP ss gie ricatto) al 
r= p (p? - 219°) = 73 (73° — 24.81°) =— 73.152135 , 
s=q (3p” — 89°) = 81(3.73° — 8.81°) =— 81.36501, 
e quindi r=— 11105855 e x =45 — r=— 720469. Cambiando il segno , , avremo 
i valori mteri e positivi 
XL = 720469 , r = 11105855, 


che soddisfaranno all’equazione (1) con y pure intero’ e positivo. 
2° Si può applicare lo stesso metodo all’equazione 


(3) xd +(x+r)+(x+2r) +...+(x+nr-r) =}, 


supponendo n> 3. Fatto s =2x + (n — 1)r, questa equazione diventa, secondo 
una formola del signor Le Besgue, | 


(4) ns[s° + (n° - ı)r’] = 87° ; 
per ciò nel caso di n =4 si ha 
(5) s(s° + 15r°) =2y? , 
e posto 
s=263, s+ry—15 = (p +q y-1), 


ne risulta 
25° = p(p°— 459°), r=3q(p - 59°); 
indi posto 
p= 275 ; p +3qyV5 = (s" +r'y5)° 
si ottiene 
3ger(3$5" +8r),, s"(5"2 + 15r'?) = ay'? 


la qual ultima equazione è simile alla (5). 
Preso r'=1, s"=25, y'=20, i quali valori corrispondono alla eguaglianza 


113 + 123 + 133 + 14° =203, 
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si trovera 


| 


DER sty, Seris 


TE sr'*) = 20.620 = 20°.31 5 


! 
12 ta) 1880 94 


SES eet ha g =— (35 +57 )= — = 20.— 


| N 


? 


7 


4 
r=39(p° — 5g°), = 2.20'.— (20°.4.9— 47) = 2.204 —.285791 


ol 


Si possono moltiplicare per 9 e dividere per 2.204 i valori di r e s riducendo- 
li così a 
r = 41.285791 = 13432177 , 


s = 9,20 .34° = 107247600 , 
donde 
Sir 66951069. 


x = — = — 


2 2 





+ 


Si avrà dunque, moltiplicando per 2 questi valori di x er, una nuova soluzione 
dell'equazione (3), per # =4, con numeri interi e positivi 


X = 66951069 , r = 26864354. 
3° Generalmente, per soddisfare all’equazione (4), fatto per compendio n° —1 = m, 

poniamo 

gern sr ym=(p+g mn), 
donde 

r=q(3p —mq’) , n° s'3=p(p° - 3mq’) ; 

poniamo inoltre 

np=sy?,  p+gy3m=(s'+r'V3m?, 
donde 


[12 2 


g =3r'(s"? + mr”), P=s(s  +9mr”’), 


sicchè facendo 3r' =r" si ha l'equazione simile alla (4) 


A + (n° —1) pi gy? 
+ Cosi, data una soluzione della (4), i medesimi numeri potranno prendersi pei 
valori dir, s" e y', e da questi si dedurranno r', p, g, r, s, onde si avrà 
una nuova soluzione della (4), che potrà similmente somministrarne un’altra, ecc. 
ecc. Ma è chiaro che le soluzioni ottenute in tal modo potranno non essere le 
sole possibili; di più, sebbene si trovino valori positivi per s ed r, può darsi 
che x risulti negativo e quindi non si abbia per l'equazione (3) una soluzione 
con numeri positivi quantunque si abbia per la (4). 
Tom. VII. N. 3. 20 
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n 
Preso r'=s"=1, y= zone risulterà 





2 2 AA E, 
r' = 1 5 p a no = PE r= ni. 12.78 Pa (n°- 1) STE , 
3 9 3 9 
a (n°+8) 





D FRS 
EN (ar À DANS | 
dira 


questi valori di r e s sono ambedue negativi quando n è maggiore di 16, da 
n=3 ad n=7 è positivo r, negativo s, ma in ambedue i casi si ha s <(n - 1)r, 
prescindendo dai segni, e però nel primo membro dell’equazione (3) alcuni cubi 
saranno positivi, altri negativi. Da n =8 fino ad n= 16 sarà s negativo , r 
positivo, ma in valor assoluto sara s> (n—1)r, quindi x sarà negativo e sa- 
ranno negativi tutti gl’ indicati cubi, onde un semplice cambiamento di segni 
renderà positivi tutti i termini del primo membro dell’equazione (3). 
4° Si possono trovare altre formole più commode per dedurre da una solu- 
zione dell'equazione (4) una nuova soluzione. | 
Sia una soluzione s=f, r=g, 2y=% , eritenendo il medesimo valore di s, 
sì supponga | 
DE Ze syah+pz: 
sostituendo, togliendo i termini che si annullano per la (4), e dividendo poscia 
per z, avremo 
mnf(2g + 2)= 3h°p +3hp°z + pîz° , 





ER omnfo 
ove m=n —1; indi ponendo p= Uso » ne trarremo 
B777 
Tue 3hp° 
» = “E pena 9 
p 


e per ciò una soluzione della (4) sarà eziandio 


mnf — 2hp° 
= TP ET CE . 








mnf — 3hp° 
s=f,. r>ag+ >, 
‘hi P 
Messo il valore di p, messo per 4° il valore 
hè =nf(f° + mg’) ‘ 
che risulta dalla (4), e fatto 
sa 29: j È. a Py i I : 
(6) f'=sm'fs?, g'=27f'4 + 18mf’g? —m’gt, h'=amgh (of? + mg’), 
sì troverà 
! J ! 
a. 
sm g sm © sm 2 


onde è chiaro che l’equazione (4) sarà soddisfatta anche dai valori s=f, r = g', 
2y=h' che sono dati dalle (6) e che saranno interi se sono interi f, g, A. 
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Preso f=g=1, A=n, le formole (6) daranno 
1 5", g =27 +18m— m’, h' = amn(m + 9): 

il valore di g' sarà positivo per n =3 e n=4, negativo per n>4, e quindi 
per n > 4 si cambierà g' in — g, ma da n=3 sino ad n= 11 si avrà in va- 
lor assoluto f'> (rn —1)g', cosicchè ne risulteranno soluzioni dell'equazione (3) 
con valori interi e positivi di r, x, e y. A cagion d'esempio per n=6 si ha 
f'=8.35°, g =8.71, e tolto il fattor comune s, risulta 








35"— 5.71 
Ca = 435, r= 71. 
2 
mg mg” 
Si può anche fare a = pe? a = 7 donde 
(7) ee 3 (27 + 18a - a°) ; 
64a 


[2 


e se risulterà a <1, sarà f > mg” > (n-ı)g”, e quindi f'> (n-1)g', 
onde si avrà ancora una soluzione dell'equazione (3) con numeri interi e posi- 
tivi. Si potranno similmente calcolare altre quantità a", a", .. . che dipendano 
da a', a",... come a’ dipende da a, e quando si giunga ad una di tali quan- 
tità che sia < 1, si avrà una soluzione della stessa equazione (3) con numeri 
interi e positivi. 

5° E da notarsi che anche per valori di n grandi quanto si voglia si può 
soddisfare alla (3) con x intero e positivo, y razionale , supponendo r=1: 
basta prendere per 7: un cubo non divisibile per 3. Ciò risulta dalle formole 
con cui il signor Camillo Pagliani, cadetto nel R. Corpo dei Pionieri di Modena, 
sciolse il problema di trovare mille cubi interi consecutivi la cui somma sia 


un cubo (*). Imperocchè cambiando 7 in n° e facendo 


(n> —-1)—3(n? +1) 
=, 
6 


si trova 
3 3 
n’(n + 1) \} 
(x + 1) + (x + 9) +... seen) =( ne + Al) ; 
e si vede che il numeratore del valore di x è sempre un numero pari ed è 
anche divisibile per 3 quando non è tale 7, essendo allora n*—1 divisibile per 
3, onde in questo caso sara x un numero intero. Se si prende 7 divisibile per 
3, sarà un numero intero 3x, e moltiplicando l’equazion precedente per 3°, si 
avrà eguale ad un cubo la somma dei cubi di 2° numeri interi formanti una 


progressione aritmetica la cui ragione sara 3. 


(*) V. Annales de Mathématiques par Gergonne, tom. XX, p. 382—384. 


156 ANNALI DI MATEMATICA 

6° Se si domanda che la somma dei termini d’ıuna ‚progressione aritmetica 
elevati a cubo non sia un cubo ma un quadrato , si avrà invece dell equa- 
zione (3) la seguente 


(8) a + (+ n + (x +27) +... (dc rn) = g° 
che -potra ridursi alla | 

(9) : ns[s? + (n° — i) fr} =8) 
Facendo 2y=nst, trarremo da questa Bac 


s° +(n°—4)r" = anst” , 





donde s=nt = Yn’t*- (n° —1)r°: quindi porremo 


nt — (na) = (né —rp), . ‘ae 


e otterremo 
anpt” 
(10) È 


AI CRC 
Mi 149 


a cui corrisponderanno due valori di s 








an(n’— sje 6 mp°t° 


(11) Se , = 


n'-1+p N°-A + p° 

Assegnando valori razionali quali si vogliano ap e ¢ si avranno dunque valori 
razionali «per r, s ed y, e così le formole ‘(10) «e (11) daranno ‘la soluzione ge- 
nerale dell'equazione (9) con numeri razionali. 


I due valori (11) si possono anche ridurre ad un solo, poichè il secondo di- 
2 





venta identico al primo se vi si cambia p in » mentre con.questo cambia- 
» ? i - 


mento non si cambia r. Dal primo si dedurra 
n(n - 1)(n +1 p)t° 
(12) = ga 

DA + p 


formola che unita alla (10) porgerà la soluzione generale dell’equazione (8) con 
numeri razionali. 


Se prendiamo ¢=1, p=n-1, troviamo r=1, x=4 la qual soluzione è no- 
2 











ussima. Preso p = «> Si .avıa 
anit? nt 
= z 9 x = 3 
MA an —1 


laonde sara x =1, r=2, se pongasi 
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(13) wm -ı=nt, 
PEN 2 . . D 4 Pi 
cioè 27? — 1 quadrato, il che corrisponde pure ad una soluzione nota. I valori 
di n che soddisfanno all’equazione (13) sono compresi nella formola | 
(V2 +4) + (y2-u) 
(14) net LT 
| 2y/2 
dove i denota un numero impari positivo. 
7.° Gli antichi aritmetici hanno osservato che i numeri x=3, y =4, 2=5, s = 6 
verificano nel medesimo tempo le tre equazioni 
a 1 Ate au bs ees 
(15) LY =25, x+y=2), Re N: 
si può dimostrare che fra i numeri interi sono i soli i quali godano di questa 
proprieta. 
Imperocchè la soluzione più generale della seconda delle (15) con numeri interi è 
x=mf(a° -b’), y=2mab, z=m(a’+b’), 
se m, a, b siano numeri interi de’ quali gli ultimi a e 5 si possono :supporre 
primi tra loro; quindi la prima delle (15) darà 
s = m'ab(a° —b’), 
e sostituendo tutto nella terza si avrà 
2(at + 304 + 4ab8) = m?ab?(a? — b°)? . 
2a4 
b’ 


dosi 5 primo ad a, sara D? divisore di 2, e però b=1. Adunque 
P ) ‚ep 





Segue da questa equazione che deve essere un numero intero, e supponen- 


a(a* +3 +4a) = m’ala” — 1) , 


ossia, dividendo per a + 1, 

2(a-1) +4=m'a(a —1) (a —1) ; 
onde 4 divisibile per (a — 1)° , 2 divisibile per a — 1, e così a — 1= 2, ovvero 
a—1=1, il che somministra a=3 , ovvero a=2. L'ultima equazione per a=3 
diverrebbe 


12 = M’.3.8.4 , ossia 1=sm?, 


il che è assurdo con m intero: resta dunque soltanto a=2 che porge 1=m°, 
m=41, e quindi i valori già indicati di x, y, 2, S. 
In luogo della terza delle equazioni (15) si potrebbe proporre la seguente più 


generale 
(16) + est, 
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in cui £ è una nuova incognita e 7. un esponente dato intero e >. 1. Proce- 
dendo come dianzi si troverà un'equazione 


o(a* + 3b4 + 4ab°) = m?"> a"2 b"(a? — b’)" t 
2a 
Lb 


sia intero. Si avra poscia 


dalla quale si dedurra 





intero, e quindi 6 = 1, se si vuole che anche ¢ 


2(a NE 1)” re m?" a"? (a dal 1)" (a as 1) = ae 
AVE 2 SULLA UR 
e pero -——z e —— interi, onde a = 2 oppure a=3. Preso a =3 sl trova 
(a-1) a-1 
49 = mans gt n t 7 
il che per n > 2 somministra l’eguaglianza 


1 
= = man. ont gu t 


oO 


assurda con m e £ interi, e per n =2 somministra 3=mé, e quindi m=4 
=3, oppure m=3 e t=ı. Preso a=2 si ha 6=.m?"—*.9"—?.3"~t, il che 
x 

assurdo quando n > 3, porge m=t=1 se n=3, e mt=6 se n=2, talchè 


«allora si hanno per m e ¢ i valori 2, 35 4, 6. 


e 
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RIVISTA BIBLIOGRAFIGA 
PETRUS ADSIGERIUS, 


ET LES PLUS ANCIENNES OBSERVATIONS 


DE LA DÉCLINAISON DE L'AIGUILLE AIMANTEE. 
PAR W. WENCKEBACH. 


TRADUIT DE L’HOLLANDAIS PAR T. HOOIBERG (*). 


OU 
D 





Le: anciens connaissaient déjà la propriété de |’ aimant d’ attirer le fer , et 
CLaupien chante avec prolixité comment une Venus aimantée a enflamme le cœur 
d’un Mars de fer. Les Grecs connaissaient l’effet de |’ aimant à une distance ; 
car d'après les ordres de Proremée Pnizapezpne, DinocratE construisit le toit du 
temple d’Arsinoë d’aimant, afin que la statue d’Arsıno& restât suspendue dans 
l'air au milieu du temple, et à Alexandrie se vit le même phénomène dans le 
temple de Sérapis. La connaissance des anciens sur les propriétés de l’aimant 
se borna la, et encore cette connaissance était incomplète et injuste, étant ac- 
compagnée d'idées erronées que PLINE (1) lui-même communique comme des vérités. 

Mais le fait que la terre agit comme aimant, restait inconnu aux anciens, 
pour autant que nous sachions. Ce ne fut qu'au 12° siècle qu’on eut en Europe 
la notion, que laimant, nageant sur l’eau dans une barque, prend une certaine 
direction par rapport au méridien (2), et l’on s’imaginait ordinairement que cette 
direction correspondait exactement avec les véritables Nord et Sud; de là qu’on 
donnait aux extrémités de l’aimant ou de l'aiguille le nom de Pôles, et bien à 
celle qui indiquait le Nord celui de Pôle arctique et à l'extrémité opposée celui 
de Pôle antarctique. 

Il n'etait pas étonnant qu'on était dans l'erreur pour ce qui regarde cette 
supposition, et qu'on restait à ne pas s'en apercevoir, tant qu'on ne se servit 


(*) Dans un volume, in 8°, intitulé « NATUUR—EN SCHEIKUNDIG || ARCHIEF, || UITGEGEVEN || DOOR || 
» G. Je MULDER, || JAARGANG 1835. | TE ROTTERDAM, BIJ || P. H. VAN DEN NEUVELL. || 1836. », in 8.° 
(page 275°, non numérotée, lig. 6—28; pages 276°—297e, numérotées 268—289, « 5.2 STUK ») on trouve 
le texte hollandais de cet écrit, sous le titre suivant: € OVER PETRUS ADSIGERIUS EN DE OUDSTE WAAR || 
) NEMINGEN VAN DE AFWIJKING DER || MAGNEETNAALD. || DOOR || w. WENCKEBACH. ». Ce titre se trouve 
dans les lignes 1—5 de la page 275e, non numérotée, du même volume. iat 

(1) Prisivs, Hist. Nat., lib. XXXVI, c. 16. 

(2) Il a été beaucoup écrit sur la question si les Européens ont découvert eux-mêmes cette pro- 
priété ou qu’ils Pont prise de la Chine et de l’Arabie. Comparez les auteurs mentionnés par MUNCKE, 
Handb. der Naturl. 1829. Vol. I. p. 850—51, et KLAPROTH, Lettre à M. de Humsoror sur l' inven- 
tion de la Boussole. Paris 1834. 
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du, compas. que sur la Méditerranée, la Baltique, ou en faisant le trajet du: con- 
tinent de l'Europe aux îles voisines; de plus que cette inexactitude dans l’indi- 
cation du compas pouvait rester cachée par d’autres causes connues de méprise, 
comme par les courants d’eau,, etc, Mais; du: moment que des marins plus hardis 
se hasardaient a perdre entièrement de. vue les côtes qui, leur étaient connues, 
et qu'ils s’abandonnaient entièrement à la direction de l’aiguille aimantée pour 
trouver leur chemin et pour trouver des pays inconnus, la variation de ce guide 
ne put rester plus longtemps cachée. Il était. donc naturel que la découverte 
de la déviation de l'aiguille aimantee- fit synchrone avec la découverte du nou- 
veau monde, et que cette decouyerte. fit un, des fruits des voyages de Vasco 
DE Gama ou de: CoLouBo. ‘ 

Ce serait au contraire bien étrange que cette propriété, dont la connais- 
sance ne dut être acquise qu'en conséquence d'observations minutieuses, eut été 
connue déja depuis des siècles. Pourtant. la connaissance de la déviation de 
l'aiguille aimantée au 13° siècle est soutenue dans les ouvrages modernes de 
physique, entr’autres par Horner dans la nouvelle édition du Physikalisches Le- 
xicon, de GrnLeR (1). Cette assertion repose sur le contenu d’un manuserit, qui 
se- trouve à la bibliothèque de l'Université de Leide, et: dans: lequel il est dit en 
termes distincts, que déjà lan 1269 on ett observé une déviation de 5° 

De ce que Horner en dit, mon attention s'est tournée sur ce manuscrit , 
et, j'ai jugé qu'il valait bien la peine de le vérifier attentivement et pps 
en quoi le contenu donne droit à soutenir que la déviation de l'aiguille aimantée 
était un phénomène déja connu avant l'an 1269. 

Le premier qui dirigea l'attention sur ce manuscrit fut le navigateur connu 
Tuévenor. Dans. un Discours sur l'art de la navigation (2) il dit: « Cependant 
» j'ai trouvé, qu'elle variait de 5 degrés. l’an 1269; c'est dans un manuscrit qui 
» mest tombé entre les mains avec le titre: Æpistola Petri Adsigerü insuper 
» rationibus naturae magnetis. » À quoi il fait suivre qu'on a donné au phy- 
sicien anglais GuLIELMUS Ghee l'honneur de bien de découvertes, qui étaient 
déja connues dans le 13° siècle. Tuévenor (d’après une coutume encore très-en 
usage chez les Français, de ne point mentionner les sources d’où ils puisent' 
leurs informations) ne dit pas où il a vu ce manuscrit, qui donc n’a pu tirer 
l'attention des physiciens (3), ou du moins n’ont ils pas été en état de l’exa- 
miner eux-mêmes. 

Enfin Cavarıo en visitant la Bibliothèque de Leide trouva le manuscrit de Pr- 
TRUS ADS1GERIUS, et il en fit mention aussi bien dans le supplément de son ouvrage sur 
le magnétisme (4), que sous l’article « Compass » dans l’Encyclopedia de Res. 


(1) Vol. I. p. 136; à l’article Abweichung der Magnetnadel (Deviation de l'aiguille aimantée). 

(2) Recueil de voyages de M. Tu£vEnoT, dédié au Roi. Paris 1681. 8.° 

(3) Van SWINDEN dit (Mem. prés. p. des Savants. T. VIII. p. 6, note): Je n’ai pas été à portée 
de consulter les mss. de Pierre Adsigerius, intitulé: « Epistola insuper rationibus naturae magnetis », 
dont il est fait mention par Thévenot dans la IV®me partie de ses voyages, et après lui dans le Journ. 
des Savans, 1687, p. 51, Ed. in 12° Certainement Van Swinden n'aurait pas dit cela, s’il avait su que 
ce ms. se trouvait à Leide. 

(4) CavaLLO, Treatise on Magnetism. 
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En conséquence des indications de Tnévenor et de Cayatto, Perrus Apsicer 
est nommé dans plusieurs ouvrages postérieurs de Physique, comme le premier 
observateur de la déviation de l’aiguille aimantée , et l’année 1269 est indiquée 
(par les uns comme problématique, par’ les autres comme plus certaine), comme 
l’année dans laquelle cette découverte intéressante ait été faite. (1) 

C'est à la complaisance du professeur Grex (2) que je dus I’ avantage de 
voir et d’examiner la lettre d’Apsicerius. Elle se trouve fol. 51 à 58 d’un volume 
qui contient diverses pieces de Roger Bacon. Ce volume est le n° 64 des mss. ex 
bibliotheca viri illustris Isaacı Vossu (3). Je n’ai pu découvrir d’où Isaac Vossius, 
qui, comme il est connu, a séjourné longtemps en Angleterre, et qui a voyage 
en France, en Italie et en Suede, a apporté ce manuscrit. 

On pourrait soupgonner des pieces réunies avec la lettre dans le méme vo- 
lume que Vossius l’ait apportée de l’Angleterre; mais je ne puis ajouter aucune 
probabilité de plus à ce soupcon. | 

L’äge n'est prouvé par aucune indication positive qui pùt être trouvée dans 
ce volume; mais un juge competent de mss. est d’opinion qu'il ne peut monter 
au dela du 15° siècle, pour autant qu'on puisse conclure de la forme des cara- 
ctères, mais bien qu’il peut être d'une date moins reculée. 

La lettre d’Apsigerivs contient deux parties: la première donne une des- 
cription des données auxquelles on puisse reconnaitre les qualités de l’aimant ; 
les moyens de trouver les pointes de la pierre où se trouvent les pôles magné- 
tiques sont indiqués; on y traite de l'attraction et de la répulsion magnétiques, 
et enfin on y fait mention de la propriété d’un aimant à mouvement libre, de 
tourner un des pôles vers le Nord et l’autre vers le Sud. Il est intéressant de 
rapporter les mots qui ont rapport à cette propriété. 

Au chap. 7 il dit: « At notum est omnibus expertis, quod cum ferrum 
» magnetem tetigerit, et ligno levi vel festucae fuerit aflixum, et aquae expo- 
» situm, una pars movebitur ad stellam, quam nauticam vocant, eo quod prope 
» polum est. Nam veritas est quod non movetur ad stellam illam dictam, sed 
» ad polum, cujus probationem afferemus in suo capitulo. » 

Et pour prouver ce qu’il avance, voici comme il raisonne chap. 10: « Cujus 
» signum etiam evidens est, quod ubicunque homo fuerit, videt ad oculum hujus 
» lapidis motum secundum situm sui orbis meridiani. Omnes autem orbes me- 
» ridiani in polos concurrunt, quare a polis mundi poli magnetis virtutem re- 
» cipiant. Et ex hoc apparet manifeste, quod non ad stellam nauticam movetur, 
» cum ibi non concurrant orbes meridiani, sed in polis. Stella enim nautica 
» extra orbem meridianum cujuslibet regionis semper invenitur visibilis. Lo- 
» quendo enim de uno meridiano unius loci terrae stella nautica bis invenitur 
» in eoincompleta firmamenti revolutione. Ex his ergo manifestum est, quod a 
» partibus coeli partes magnetis virtutem recipiant ». 


(1) Voyez p. e. Lines, Hist. phil. des progrès de la Physique, T. I. p. 260. Young, Nat. Philos.. 


EI, De 746. ah. 1 I 
(2) Feu le professeur J. Geel, était bibliothécaire de la Bibl. de l'Université de Leide; mort il 


y a 3 ans. (NOTE DU TRADUCTEUR. 1864). + 
(3) Catal. Bibliothecæ. Lugd. Batavæ. mss. Chymici Q. 27. 
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La seconde partie de la lettre contient trois chapitres: le premier chapitre 
donne la description de l'instrument avec lequel on peut apprendre l’azimuth 
du soleil, de la lune ou des étoiles ; un aimant place dans une boite nageant 
sur l’eau, une regle pourvue de chevilles, et un cercle autour du tonneau qui 
contient l'eau, servent a ce but. Dans le second chapitre est décrit un pareil 
instrument, mais meilleur que le precedent, selon ce que dit l’auteur de la lettre: 
une barre de fer se tournant. sur un axe vertical; placée dans une boite pourvue 
d'un couvercle de verre, est rendue. magnétique par l’attouchement (le contact) 
d’un aimant, se place dans le méridien et indique à l’aide de la règle, qui est 
aussi appliquée ici, et qui est dirigée au corps céleste, l’azimuth. Le troisième 
chapitre décrit une construction pour établir à l’aide d’un aimant un perpetuum 
mobile, ou comme le nomme l’auteur de la lettre une rota perpetui motus. 

Ce chapitre ainsi que toute la lettre est terminé par les mots: « Vale, actum 
» in castris in obsidione . . .'. . anno domini mccixix® 8° die Augusti. » 

Apres le mot Obsidione se trouve probablement le nom de la ville assiegee, 
mais avec des abreviations et si indistinctement que je n’ai osé l’ajouter (1). 

C'est à la fin du second chapitre de ce second volume qu’on rencontre les 
lignes qui font mention de la déviation de l’aimant et que nous faisons suivre 
ict verbalement. 

« Nota quod partem meridionalem acus in usu directorii debemus facere 
» declinare per unum punctum versus occidens. Et hoc debet fieri per declina- 
» tionem partis septentrionalis ad oriens, quia pars meridiana instrumenti di- 
» visionibus caret ». 













Nota quod Japis magnus 
et etiam lapis confücatus cum ipso 
non directe tendit ad polos. Sed pars quae 
ad meridiem tendere reputatur, aliquantulum 
declinat ad occidens, et illa quae ad septentrionem 
respicere creditur, tantundem ad oriens se inclinat. 













Quantum autem sit hujus inclinatio , inveni multis 
experientiis vere 5 gradus: nec tamen haec declinatio | 
in usu directorii nos impedit, quod ipsam acum a 
vera meridie per unum punctum cum dimidio fere / 
versus oceidens facimus declinare, punctus 
enim continet 5 gradus. Causam praedictae 
declinationis quere in scedula posita in 
quarta tractatu kalendarii. 


(1) Le Professeur HAMAKER , que les sciences ont trop tôt perdu , crut qu’ on pourrait lire le 
nom de la place Nocera. On sait que CHARLES d’ Ansou, roi de Sicile , assiégea , l'an 1269 Nocera 
ou Luceria, le dernier refuge des Sarrassins au midi de l’Italie, et qu’il prit cette place après une lon- 
gue et heroique résistance. Voy. SABAE MALASPINAE, Rerum Sicularum lib. VI. dans MuRATORII Rerum 
Italicarum scriptores, T. VII,p. 858; et Carusit Biblioth. Hist. regni Siciliae. Panormi 1723, T. II, p, 945. 
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On voit que le mss. parle en effet et en termes bien nets de la dévia- 
tion de l'aiguille aimantée, qu'il porte vraiment la date de 1269, et qu’à la pre- 
mitre leçon il induit à poser que la déviation de l aiguille fut déja un fait 
connu l'an 1269. 

Mais cette supposition n’est a défendre que lorsque l'authenticité du manuscrit 
et spécialement de la date et des lieux cités est prouvée ou rendue vraisemblable. 

Et en premier lieu il faut remarquer que le manuscrit parait être d’une 
date postérieure à l'an 1269, et bien du 15° siècle ou d’un temps encore moins 
reculé. Il y a donc de la possibilité qu'on y ait fait des additions postérieures, 
lorsque la déviation de l'aiguille aimantée était déja un fait connu: et cette pos- 
sibilté est devenue pour moi une probabilite par suite d’un examen établi a 
ce sujet. 

Le manuscrit de Petrus ADSIGERIUS, pour autant que je sache, est le seul 
existant sous ce nom, et ce nom lui-méme est tout-a-fait inconnu ; du moins 
je n'ai pu le trouver nulle part; mais entre les repassant les plus anciens ouvrages 
sur le magnétisme, bientôt me vint entre les mains un petit ouvrage sous le titre de 
Perri Perecrini Maricurtensis de magnete seu rotd perpetui motus libellus. 
Divi Ferdinandi Rhomanorum imperatoris auspicio per AcmuLem P. Gasserum L. 
nunc primum promulgatus: Augsburgi in Suevis anno salutis 1558 (1). Et a peine 
eus—je ouvert le petit livre de Petrus PEREGRINUS, que je vis que les deux ou- 
vrages étaient les mêmes: tous deux divisés en deux parties, chacune contenant : 
le même nombre de chapitres; les chapitres portant les mémes titres: je com- 
parai les textes minutieusement, et a deux exceptions pres, je n’y trouvai des 
différences que telles qui se rencontrent fréquemment entre deux manuscrits du 
même écrit, ne consistant qu’en de très petites variations dans le choix ou l’ar- 
rangement des mots, sans qu'aucun des deux contint des faits qui ne se trou- 
vaient dans l’autre. _ 

Il est donc probable que les deux pièces n'étaient qu'un même texte. S'il 
en était ainsi, Yun des deux noms ne devrait être juste, et encore la lettre 


_d’-Apsicerius , en la comparant avec le petit ouvrage de Petrus PEREGRINUS me 


donna droit à tenir lé dernier.comme le véritable. 
Après la préface de Gasserus, dans le livre imprimé la piece de PEREGRINUS 
En sous ce titre-ci: « Epistola Perri Pereerını de Maricourt ad Sycerum de 
» Foncaucourt militem, de magnete. Et est tractatus de rotä perpetui motüs. » 
En supprimant he cette adresse le surnoms de celui qui a écrit la lettre 
et de celui à qui elle était adressée, elle devient: 
«-Epistola PetRI ad Syaerum », etc. 
et lor voit d’abord comment (encore que la terminaison de um est écrite par 
une abréviation) le nom de Perri Apsiceri en a pu résulter. 
Ainsi l’inconnu Perrus Apsicerius était devenu tout-a-coup un personnage 


‘connu. Petrus PEREGRINUS se rencontre dans plusieurs ouvrages. PerEGRINUS, l’é- 


(4) Noté au Catal. de la Bibliothèque de Leide, p. 148. 
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tranger, le pelerin, était le nom, qui du temps des croisades, fut souvent donné 
a des croisés, qui retournaient dans leur patrie après plusieurs années d’absence. 
Mais un certain Petrus PEREGRINUS se rencontre de plus dans les Dei Gesta 
er Francos d’une liste de Principes, praelati, milites, qui his autoribus me- 
morati bellis istis Orientalibus adfuerunt. Sicerus est de même un nom bien 
connu dans ces temps-là. Dans cette même liste on trouve entr’autres Seiner de 
Mamedune. 

La famille de Maricourt se trouve dans le Dictionnaire de la Noblesse par 
de la Chenaux-Desbois au mot Maricourt. 

Maricourt est un petit village dans le Departement de la Somme en Pi- 
cardie (1), marqué sur les cartes detaillees de la Picardie. Sur ces cartes se trou- 
vent aussi les villages de Faucaucourt, Fauquecourt, Faucaucourt-Hors Nesle 
et Faucoucourt. 

La même lettre qui porte les noms de Petrus Apsicerius et de Prrrus Pe- 
REGRINUS est encore connue sous un troisième nom. L'an 1562, donc 4 ans après 
la publication d’AcnıLes Gasserus, il parut a Cologne un petit ouvrage, por- 
tant le titre de: 

lon. Tarsnier Athensis poëtae laurati utriusque juris doctoris,Opusculum per- 
petud memorid dignissimum de naturd magnetis et ejus effectibus. Colon.1562*(2). 

En comparant cet ouvrage avec la lettre de Perrus PerEGRINUS; il se pre- 
sente une concordance presque litterale qui ne laisse le moindre doute au plagiat 
dont le poëte lauréat belge s’est rendu coupable, et dont il a été accusé par 
tous les écrivains qui ont écrit plus tard sur l’aimant (8). 

Cependant I’ article de Taisnier , aussi bien que la lettre de PerEGRINUS , 
comme elle a été publiée par Gasserus, diffèrent en deux particularités remar- 
quables du manuscr. de Leide: 1° ils ne finissent pas avec les mémes mots: « Vale, 
» Actum ..... 8° die Augusti »: ils ne portent donc point de date; et 2° il y 
manque le passage interessant où il est parlé de la deviation de l’aiguille aiman- 
tee. Au lieu des mots: « Nota quod partem meridionalem », etc. jusqu’a: « in 
» quarto tractatu kalendarii », et au lieu des cercles qui y sont ajoutés; on trouve 
chez Gasserus et Taisnier le dessin d’un compas dans lequel l’aiguille passe par 
un axe mouvant et est rendue magnétique par l’approchement (le contact) d’un 
almant: a coté de cette figure on lit: 

« Et haec est jam dicti lapidis instrumentalis descriptio, ut hic depicta est ». 

Et un peu plus bas: 

« Totum cooperculum sit de crystallo vel simili materià transparenti, ut 
» limbum ABCD contineat. Limbus vero hanc totam superficiem continens, vi- 
» delicet FGHI, est circulus pyxidis continentis, constituens cum cooperculo su- 
» perficiem unam. » 


(1) Conf. Mass£rın. Dictionnaire des Géographies, 1821, in voce. 

(2) Catal. Bibl. publ. Lugd. Bat., p. 148. È 

(3) Voy. p. e. Universal-Lexicon aller Künste und Wissenschaften. Leipz. 1741, fol. Bd., 27 in 
voce: Petr. Per. 
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Les deux ouvrages imprimes ne contiennent donc aucun mot qui puisse 
faire naître la supposition que Perrus PerEGRINUS connüt la déviation de l’ai- 
guille aimantée, et quoique le petit ouvrage de PeregrInus fut connu partout, 
il n'y avait point de raison pour lui attribuer cette découverte, tant que le ma- 
nuscrit de Leide n'y donna aucun motif. 

Il faut donc poser la question: la date aussi bien que le passage relatif 
a la deviation doivent-ils étre consideres comme s’ étant trouves dans la lettre 
originale de Petrus PereGrINUs et sont ils omis plus tard par les copistes ou 
éditeurs , ou bien faut-il les considérer tous deux comme étant glissés dans le 
manuscrit de Leide. 

Quant à la date prise isolement il n’y a aucune invraisemblance : Petrus 
Perecrinus vécut environ l'an 1269. Gasserus, dans la préface de son édition dit: 
« qui vir (P. PereGRINUS) quis fuerit aut quando vixerit, ut-non habeo hercle quod 
» certo asseverare ausim, ita nature archanorum consultissimum et eundem Gal- 
» lum vix totos Zrecentos ante annos fuisse si dixero me neque absurda pro- 
» tulisse arbitrabor », etc. Ceci fut écrit par Gasserus l’an 1558, et 300 ans plus 
tôt nous conduit à l’an 1258, ce qui s'accorde de bien près avec l’an 1269. 

Si la place assiégée, nommée en même temps que la date, est Vocera, ce 
nom aussi plaiderait pour la justesse de cette date. En outre il n’est pas etrange 
qu'un général français ayant appris en Italie plus précisément les propriétés de 
Vaimant, en communique ses observations à un ami et compatriote. C’est bien 
de cette manière que dans ce temps-là beaucoup de connaissances, acquises dans 
les croisades, sont se divulguées vers l'Ouest de l'Europe; et peut-être la connais- 
sance de l'aiguille aimantée est arrivée de cette manière de l'Arabie en Europe. 

Afin de pouvoir juger de l'authenticité de la date ainsi que du passage où 
il est parlé de la déviation de l’aimant, j’ ai tâché de confronter la lettre im- 
primée de Pérécrinus avec les manuscrits existants. 

Pour autant que j'ai pu apprendre il existe de la lettre de Pérécrinus, à 
l'exception de celui de Leide, encore 7 ou 8 manuscrits. 

un appartient au Trinity-College à Dublin; 

trois se trouvent à Oxford dans la Bibliothèque Bodleienne; 

un se trouve à la Bibliothèque royale (impériale) a Paris (1); 

un à la Bibliothèque de la Ville de Génève (2); 

un à la Bibliothèque de l’Athenée royal de Turin (3); 

un enfin se trouve, selon Gasserus dans sa préface, a la Bibliotheca Ca- 
stellana è Venise; mais il est bien possible que cet exemplaire est parti de là 
depuis l’an 1558, et qu'il soit l’un des exemplaires sus-mentionnes. 

Le professeur Rıcaup a Oxford, a eu la bonté d'examiner pour moi les mss. 
de la Bibliothèque Bodleienne et m’en a communiqué ce qui suit: 

(1) Catalogus codicum mss. Bibliotecae Regiae. Paris, 1744 fol. Pars III. T. IV. n° 7378 A. 

(2) Ceci se trouve sur le Catalogue raisonné des Mss. , conservés dans la Bibl. de la ville et 
républ. de Genève, par J. SENEBIER. Génève 1779. 8°, à la page 207 sous le n° 80. 


(3) Celui-ci se trouve comme codex 947, i. II, parmi les codices Mss. Bibliothecae regni Tau- 
rinensis Athenaei, Taurini, 1749 fol., T. II, p. 292. 
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Un des manuscrits semble étre de la deuxieme partie du 13° siècle; le se- 
cond, du commencement du 14° siècle, et le troisième parait un peu posterieur 
au second; il m’est cependant douteux si ce troisieme soit veritablement la lettre 
de Perecrinus, puisqu'il ne contient aucun titre; commence avec d’autres mots 
me la lettre de PerecriNus, et qu'a la marge est écrit d’une main posterieure- 

ein: lince de natura magnetis, quidam attribuunt Perro PerEGRINO sive de Ma- 
» ricurtia. » Aucun des trois mss. n’est termine par « Male, actum, » etc.; et 
pour ce de un les 5° de déviation , le professeur Ricaup dit, qu’a cause 
de la grande difficulté à entendre le texte écrit en caractères très-antiques et 
avec beaucoup d’abreviations, il ne l’a pas lu entièrement, mais qu’il peut dire 
seulement qu'il a fait ses recherches sans succès. 

Pour ce qui regarde le manuscrit de Dublin, le professeur Rıcaup me promet, 
après l'avoir fait examiner par un ami, des communications, si cet examen aurait 
fait trouver quelque chose d’interessant: comme je n'ai reçu aucune communi- 
cation, il me parait que les deux indications ne s'y trouvent pas. 

Quant au manuscrit à Paris, M. Lisrat, membre de l’Institut de France, 
m'a promis de le collationner; tant que le résultat de cette collation ne m'est 
parvenue, je nen puis rien dire. | 

Dans le Catalogue raisonné de SenEBIER le tr du manuscrit de Ge- 
neve est donne amplement, et marque exactement tout ce que le ms. contient 
d’interessant. Peut-être il n'aurait pas fait mention de la date, mais il est im- 
possible qu'il eût passé en silence les 5? de déviation. 

Enfin le ms. de Turin, c’est probablement celui apres lequel la lettre de 
Peregrinus a été publiée par Gasserus, puisqu'il est décrit ainsi dans le cata- 
logue: « Chartaceus, constat foliis 35 saeculi XVI in quo Petri Peregrini Ma- 
» ricurtensis de magnete seu rotà perpetui motus libellus; Divi Ferdinandi Ro- 
» manorum Imperatoris auspicio per Achillem P. Gasserum promulgatus. In fine 
» sunt pauca Gasseri carmina cum elencho veterum scriptorum de magnete ». 
Ce manuscrit probablement contient donc aussi peu que les autres les peace 
cherches. 

Il est donc probable qu’aussi bien la date, que le passage, où ‘il est parle 
de la déviation de l’aiguille, ne se trouvent dans aucun des manuscrits de Petrus 
PerecrInus. Que devons-nous conclure de cela ? Pour ce qui regarde la date je 
suis en doute, mais pour ce qui regarde. les 5° de deviation, je crois avoir le 
droit de conclure, qu'ils ont été insérés dans le ms. par un copiste postérieur _ 
apres que la déviation était devenue une propriété connue. Je suis encore amené 
a cette conclusion en comparant les lignes, où 1l est parlé de la déviation avec 
le reste du texte de la lettre. Car il parait qu il y a de. la contradiction entre 
ces Sepa parties. 

° l'instrument est décrit dans le texte comme ayant un bord divisé en 360 
Be dans ces lignes il est dit que la partie meridionale ‚du bord n’a point 
de divisions; et 


2° et ceci est bien le principal: dans. le texte méme au chap. 7 du pre- 
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mier Nine il est dit positivement dans les mots que j'ai rapportés, page 274 (1), 
que l’on voit à chaque lieu du globe l'aiguille aimantée se diriger selon le mé- 
ridien de ce lieu, et conséquemment selon les véritables septentrion et midi. 
Comment Perserinus put-il dire cela si positivement, si par beaucoup d’essais , 
multis experientüs, il avait appris a connaitre une deviation de 5° du veritable 
septentr ion ? 

3° Enfin il est St digne d’étre mentionne que suivant l'opinion du pro- 


-fesseur Bartow a Woolwich, qui, comme on sait, s’est occupé tout-exprès du 


magnétisme terrestre, et que j'ai consulté sur ce sujet, une déviation orientale 
de 5° dans quelque partie de l'Europe, au 13° siècle est tout-a-fait en contradi- 
ction avec toute loi de variation dans la déviation de I’ aiguille aimantée. S'il 
y avait des faits à opposer à ce sentiment fondé sur des bases théoriques, je 
n'y ajouterais pas une grande importance; mais il père en le balançant contre 
un manuscrit en contradiction avec soi-même. 

De tout ce qui précède j'ose conclure que le nom d’4dsigerius doit être ef- 
face dans l'histoire de la physique; que Petrus PerEGRINUS ne connaissait pas la 
deviation de l'aiguille aimantée, et que, pour autant que nos informations le per- 
mettent , nous n'avons point de fond pour attribuer au 13° siècle la découverte 


de cette propriété si interessante. 


La prétention de Perrus Perecrinus s’etant démentie, nous avons a recher- 
cher le premier observateur posterieur de la deviation de l’aiguille. Les auteurs 
qui ont traité ce sujet font mention de trois hommes dignes de remarque: le 
vénitien Ségastien Capor ou Cnasor, premier pilote d’Angleterre, sous le règne 
de Henri VII et de Henri VII, le Francais Crienon, pilote a Dieppe, environ 

’ bo » | pes 
V an 1330, et le Génois Curisrorne CoLoms , le célèbre découvreur du nouveau 
’ 
monde: et je crois que pour chacun qui n’est pas compatriote d'un de ces hom- 
mes, apres avoir considere les fondements sur lesquels la pretention de chacun 
d'eux est basée, il ne sera pas difficile à conclure a qui d’ entr’eux appartient 
l’honneur de la premiere decouverte. 

Gitsertus dans son ouvrage de Magnete, publié en 1600, dit a la page 4, que 
SEBASTIEN Capor a remarqué et observé le premier la déviation. Il est notoire 
que Casor a commencé ses longs voyages l’ân 1497; il publia son ouvrage, où 
il est parlé de la déviation l'an 1549 (2). 

Le titre de droit de Crıcnon ne repose que sur un manuscrit de sa main, 
dédié l’an 1534 a Sésastien Cnagor, et dans lequel est fait mention de la devia- 
tion de l'aiguille; la simple mention d'un phénomène, observé déja plutôt, ne 
donne cependant aucun droit au nom de découvreur. Ce manuscrit était dans 
la possession du géographe connu DéLisLe. 

(1) Page 6 de cette traduction-ci. (NOTE DU TRADUCTEUR). 

(2) ) Ainsi se lit dans Navarrerr, Relation des quatre voyages, entrepris par CHRISTOPHE COLOMBE, 
tom. I. Dans la Biographie Universelle tom. IT. in voce CHABOT, il est dit, qu'en vain on a cherché 
dans le vol. II. de la collection-des itinéraires de Ramusius (publiés 1563—1566 en 3 voll in fol.) le 
récit de voyage de CHaBoT et qu’on a douté de l'existence du livre intitulé: « Sebastiano Cabota, Navi- 


» gatione nelle parte settentrionali, Venetia 1583 » , mentionné dans le Catal. Bibl. Bodley. Oxford 
1674 fol. pag. 122. 
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Bien plus définis sont les droits sur lesquels ont attribue cette découverte 
a Coroms. Aussi bien des Voyages de Cnristopne Coromg par M. Wasutneron 
Irvinc (1) que du récit des voyages de Corons de Navarrete (2) il est évident 
que Colomb a sa première expedition se trouva le soir du 13 septembre 1492 a 
200 lieues Quest de l'Ile de Ferro (3), lorsqu'il observa pour la première fois que 
l'aiguille aimantée au lieu de se diriger vers l’astre polaire du Nord, dévia à 
peu près une demi- -pointe de compas, ou 5° à 6° vers le Nord-Ouest: le matin 
suivant la différence était encore plus grande : frappé de cette particularité, il 
observa le phénomène pendant trois jours , et remarqua que la déviation au- 
gmenta a mesure qu ls ’avançait vers le Ouest. 

Ce phénomène ne resta pas longtemps caché aux pilotes et les remplit de 
terreur. Craignant depuis longtemps que ces mêmes vents constants qui leur 
étaient propices au départ , ne leur rendraient impossible le retour dans leur 
patrie, leur crainte s’accrut encore en observant que leur seul guide dans les 
temps couverts et dans les orages les abandonna. 

Il réussit pourtant a Coroms de leur rendre la tranquillité, en disant que 
l'aiguille ne se dirigeait point vers l'étoile polaire mobile, mais vers un point 
stable. 

On voit que les indications de temps, de lieu.et de circonstances parlent 
fortement en faveur de Cotoms. Puisqu’en tous cas Casor n’a pu faire cette ob- 
servation que bien posterieurement, et que d’ autres competiteurs plus anciens 
que CoLons (excepté notre Petrus Perecrinus, dont les titres sont rejétés comme 
n'ayant de valeur) ne sont nommés, l’honneur de la première découverte reste 
a CoLonB. | 

En considérant la communication lente des découvertes dans ces temps-la, 
il est pourtant bien probable, que dans les expéditions entreprises après lui pour 
diverses contrées, cette même observation ait été faite par plusieurs voyageurs, 
sans que Cou ci sçussent que le phénomène avait été observé par d’autres avant 
eux, et je n'ai aucun fond pour croire p. e. que CaBor 5 ans après avait con- 
naissance aux particularités du voyage de CoLoms. Combien lentement la con— 
naissance de la déviation de l'aiguille aimantée se repandit, est prouvé par ce 
que NavarreTe raconte que Prpro pe Mepina, dans son ARTE DE NAVIGARE, publié 
pour la première fois l'an 1545, nie encore cette déviation; cependant l'an 1556 
elle est-acceptee par Martin Cortez comme une chose prouvée; et peu de temps 
après les écrivains ont déja rassemblé une suite d'observations sur divers points 
de la terre au profit de la navigation; parmi lesquels, selon le témoignage de 
GiLBERTUS, nos compatriotes Perrus PLancius et Simon Srevin doivent être places 
au premier rang. 


(1) Trad. de l'anglais par C. A. de FaucowrreT, fils. Paris 1828. tom. I. p. 162. 

(2) Relations des quatre voyages, entrepris par CHRIST. COLOMB, par M. F. de NAVARRETE; trad. 
de l'Espagnol. Paris 1828. 3 vol. in 8.° 

(3) Ceci s’accorde, selon la carte itinéraire de CoLomB dans l’ouvrage de WASHINGTON Irvine 
a environ 28° de lat. septent. et de 29° de longitude de Greenwich. 


—P—>Seteo— 
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SULLA QUADRATURA 


DI 


ALCUNE SUPERFICIE RISULTANTI DALLA INTERSEZIONE 
DI CILINDRI 


NOTA 


DELL'INGEGNERE FILIPPO LANCIANT. 





I cilindri, che s’intersecano in varii modi fra loro, danno luogo a moltissime 
volte, che occorrono frequentemente nell’Architettura. Il conoscerne la superficie di 
queste völte è sempre un vantaggio, e talora una necessità. In questi termini però 
la quistione è soverchiamente generale, e le ricerche geometriche che s’ intrapren- 
dessero con questo programma sarebbero indefinite. Restringendo pertanto il campo 
delle presenti ricerche in più angusti confini ci occuperemo della misura delle völte 
che chiamano a crociera ed a schifo. Ad altra occasione riserberemo il render conto 
di ulteriori ricerche su questo argomento. 

Intanto notiamo che per dare al problema tutta la generalità, di cui è suscet- 
tivo, considereremo cilindri a direttrici ellittiche colle generatrici inclinate. E questa 
ipotesi abbraccia i casi anche meno comuni della pratica. 

I. Sieno dunque due cilindri a base ellittica posti in modo che le projezioni 
de’ loro assi cadano una sull’ asse OX, l’altra sull’ asse OY. L’ equazione della di- 
rettrice parallela al piano ZOY sarà 


2 


y 


2? 
(Erica per em Xt=-:0 


come |’ equazione della direttrice parallela al piano ZOX sarà 
2 2 
x 2 
—+—=1 ye db 
2 2 ? 
a 0; 
Gli assi di questi due cilindri s’ incontrino nello stesso punto O' sulla OZ: affinchè 
le generatrici che passano pei punti C ed E s’incontrino nello stesso punto M 
Tom. VII. N. 4. 22 
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(condizione necessaria al problema che consideriamo) dovrà aversi 


AC = MO'= DE , ovvero C= Ci. 
Posto dunque 


AO=BD=a, AB—DO—b, OO0'= MO — MO'=h 


e chiamate 3, e z, le ordinate delle rette AO', DO' 





avremo 


h 


ahi: a—nim="(a—2),  bihi:b—y:a=30—y) 


ed essendo I’ equazioni della generatrice del 1° cilindro 


i 
ya, s—=20@—2)+6 
e quelle del 2° 


IS 


L= 4, >= (bg) EP 
l’equazioni dei cilindri diventeranno, com’ è noto , 


y? | ur ) 


u e 
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ossia z= ar — à) V_g b— y? | (k) 





4 = 


(b — y) “tye yen 0 (k). 


Ciò posto si tagli prima il cilindro (k), e poi il cilindro (k') con un piano ver- 
ticale che passi per la retta OB: I’ equazione di questa retta sarà 


ere € 


ed introducendo nella (k) e (k’) il valore di x e di y dedotto da questa equazione avremo 


| h Fe: = 2 
== = (a— a) -Va—x ipy VE y (Æ) 

2 Al, 2 I! 
lana Na o—yziVP—y (N) 


L’ equazioni (k") appartengono alle due projezioni della sezione del cilindro (k) sui 
piani ZOX, ZOY, e sono perfettamente uguali alle due projezioni sugli stessi piani 
della sezione fatta nel cilindro (k'). Dunque le due sezioni dei cilindri sono per- 
fettamente uguali, e si riducono alla loro comune intersezione, che si projetta sul 
piano XOY nella retta OB | 

II. Cerchisi ora la porzione di superficie del cilindro montante o rampante a 


base ellittica ABCDE 
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ch’ € limitata dalla generatrice D'N projettantesi in d'n; dalla sezione C'D'E' paral- 

lela alla base del cilindro che si projetta in d'e; e dalla intersezione de’ due cilindri E'N 

che si projetta in en. Ritenuti per a, b, c,h, i precedenti valori pongasi 
cO=P, nO=p, ce=0, cd=g 


e nella formula generale 


Een) 


sostituiscansi per le due derivate i valori tratti dalla equazione (k), e cioè 


dz h dz 
da a’ dy 


toute 2 
EVE — y 


= tea = PV EMA 
: (re 4 (1 en)! 


Osserviamo che 





avremo 








ac 
Va” + h? 
esprime il valore del semiasse minore della ellissi che si otterrebbe tagliando il ci- 
lindro con un piano passante per la AB, e perpendicolare alle generatrici, poichè 


wi: Va+k:a 


Pongasi 
a?c° w? = 
PEN vie 
ciò importa che 
w< b 


Quanto ai limiti degli integrali essi sono 


a 
x=P—p, L= 34 


y=), y=4q 


P— 
ons ER fia gh agen. VET a 


Ve’+ hî [ N Se LC ey 0 N ydy 
en pra re EU] en ES 2,2 __ ee eee dp 2 
ne 12 ( P) È V ER y? Vb my ar a E VE may m Vb m 


e perciò 
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Facciasi y = bseng 
quando y = Q, 
panne er Q 
FD pi are senz 
quando y = q 
sen 21 : 9, are sen? 


e perciò fatte le debite sostituzioni avremo 

" er P— p PI _———r___mm = {Î! ——— 

SARAS] ZE do ¥ 1 — m’ sen? 9 — bVa”+ h sen odo V1-msen’s 
a f2 uJP2 


La parte integrale del primo termine colle notazioni di Legendre si esprime per 
PI ——,,-__ PI > Pa — 
f deV 1—m | dgV 1 — m’ sen — | de V1 — m sen’¢ 
Ya o o 


= E (m,9,) — E (m,9,) 


E (m,9,) ed E (m,9,) sono funzioni ellittiche di 2° specie di modulo m <A e di 
ampiezza 9, € 92. 
La parte integrale del secondo termine si ottiene così. Facciasi 


4 — m? 


ata 
jee 





cosg= 1, e 
e sieno £, e ¢, i limiti dell’ integrale corrispondenti a 9, e 9, avremo 


Pr ese fa ferie 
| sen odo Vist — m | de Vn'+ tf? 
re Pa ty 
m i u e t n°+ 1° 
=— (avr a — t, Vn?+ t? —n’ log (+) ) 
DER LeVine 


= 5 (cos 9,V1 — m? sen’o, — c0S 9, VAI — m? sen? Pr 





2 
nm na (A cos FL men) ) 
m m cos 9,+-V1 — m? sen’, 
Ma 
Vo q Be 








sen 4, = ; cos Pi —= 7 —, sen qa 5 5 COS Pa= — n 
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perciò 


| 7 = VE my (PE vg _ Vin 
vb’— gf VARA 








4 — m? Hr. ( VE — - 9? + sr TA u 
een Vvbz-g? = + EV — mq 


per cui la superficie cercata sarà | 
—— /P — 
S — bVa'+ i 2) (E (m,9,) —E (m) 


en, Vaz+ h? (X b’— q° VE m°q— V b? a 0)? VvRr— m’? 








ee = Q° rt) ue) 


m mVb — q° + Vb°— m°q° 


Nell’ altro cilindro la cui direttrice ha per semiassi a e c si ottiene una espressione 
analoga per l’area-che si projetterebbe in enr, cambiando a in b, bin a, Pin Q, 
() in P, ete. mentre 
rer UC” ga wî 
ciocchè esige che si abbia 
WIR 


tantochè si avrebbe 


Sa VERTE (2-4) (Em , 4) E 4m, , 4) 


avi (een — VF Va mp 


2 a? 








pegno: ala na è aa 
961 i og (Ve P°+ Va DIS) (E) 


2 2 2 2 
m; mV a? — p+ Va’— m? p? 
e risultando l’intera volta montante, che qui consideriamo, dalla intersezione di 


quattro cilindri, uguali due a due fra loro perciò la superficie cercata sarà il qua- 
druplo delle (k") e (k") e potrà per brevità esprimersi così 


x=4(5+$,) (1) 
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II. La formola (1) abbraccia due classi di volte a crociera, e cioè quella a ge- 
neratrici montanti e quelle a generatrici orizzontali. Ciascuna classe poi contiene 
quattro categorie di volte, e cioè; 

(a) le volte a direttrici sceme alle imposte a alla chiave che chiameremo in- 
complete ; 

(b) quelle a direttrici sceme alla chiave, che chiameremo ogivali, perchè con- 
tengono realmente le völte così chiamate; ~ 

(c) quelle a direttrici sceme alle imposte soltanto, che chiameremo appunto 
sceme ; 

(d) quelle a direttrici intere che precisamente perciò chiameremo complete. 

(a) Posto ciò, sono a vedersi le diverse modificazioni che riceve nei casi accen- 
nati la formula (1) cominciando dalle volte montanti incomplete. 

1° Sia a=b, e cioè una vôlla a pianta quadrata, avremo 


Mm— M, ;, P=0; Paradis = Ya è o, =, 


e perciò 


ala: Vath? (P — p) (E (m, 7,) — E (m, ea) 


2 


— la Va P(L pP’ Va— mp Va—P Va mP 
a 


one Sealy 1 Vip Va—m =) 


m mV a— p? - pt Var m? p° 
2° Se una direttrice è circolare per cui p. e d = € avremo 


3— | a mi = 1 Li 
delta deci N tie a? (+ h°) 








in questo caso» per brevità la formula (1) potrà scriversi così 


pie (+ Se) (3) 


3° Se a=b=c (direttrici circolari, pianta quadrata) avremo 


how Yı ’ Pa d,, ec. ec. 


4 
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e chiamato r il raggio del circolo delle direttrici sarà 


= 8 V SE PE P—p)(E (m,9,) — E m) 








A lr — mip— Vr_PVr—mP: 
HV (2 pvr mp ae P? Vr m’P 


1 








1 rita (E CZ) 
LL m Vr? — p? P+Vr— mp 


(b) Passando ora dalle völte incomplete alle volte ogivali avremo 


TE Te 
P=a, Q=b, ah w= 


| de V 1 — m’seng=E(m) .. IR? V1 — m?sen’v—= E (m,) 
dove E (m) ed E (m,) sono funzioni ellittiche complete di 2° specie, e perciò 


Si = bVE + he (=) (E (m) — E (ms) 
pira per na sat 
iva ( OSes Nog i) 
2 


b° m mVbT—q+ VE — mg 


Sı =a V b° + h° (74) (E (m,)— E (m, ’ +) 











ay, (Va pP VE mp 1—m aVi-—m | 
NERE tog ( © —)) 
2 a m, Va— p?+ Va mp 


e perciò 
1° Sia a — b per eu m—m,, p—q, 9= Ÿ, sara 


Si 8 Va h? (q — p) (€ (m) — E (ms) 
= p° ‘= mp? EN 1 = je a VI raevan. Jo 


— 4aVa?+ hè ae e I 
mVa— p°+ Va’— mp 
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2° Seb = c, ritenuti i valori di m ed m, di cui sopra ((a). 2) seriveremo com- 
pendiatamente 





= 4(S + S 7 
4° Q=b=c a ( 
3° Se a=b=c=r, r essendo il raggio delle direttrici, sara come sopra 
h? 
2 2 
Dem. ==) Ps = | 
1 1e h? 9 12 A 


e perciò 
y= 8 ¥ th (n p) (E (m) — E m) 
— ArVr?-+ h? (ee zu a Di REN (at) 
m m Yr— p’+ Vr mip?, 
(ce) Dalle volte ogivali passando alle völte sceme abbiamo 
D 01° ¢—0,;, el, ed; E (1,0) = 0 Ed) = 0 
e perciò 


Sy=o = 0 V a+: DR: (m, 91) 











Bra et = FA lin E v0 | 
m D 


2 b” Burn 


Dee: Vo + PRE (m, » di) 














VER = Va?-P° Va-m’P 1 = 100 (2: ‚Va? P°+ Va? my 
ce ee nes CAN a 8 


2 a”. m, a(1 + m,) 
e perciö 
di (Sa == 5. ,) (9) 
1° Posto 
ab 
per cui 
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sara 


Sia 8 Vial +R -P.E (m,9,) 





—— /-Va-P?Va- m’P? _ m? n P?+ Va m°P° 
EN VER (* Va ne e ood Ze + Va 22). (10) 


È a (14m) 04 


2° Posto p. e. d = c e rammentati i precedenti valori di m,m, ((a) 2°) potremo 
scrivere la (9) così 




















a (Ei) (11) 
b=c b=c 
3: Posto a Abe per cn 
m==mMmM,, Pa = Ÿ, 
sara 
>= 8 Vr+h?.P.E (m,9,) 
_ Ar Veh? ni Vr’-m’P® dee: moe m VIP Vr’— m’P° (12) 
° r? m oO r (A a m) È 
(d) Nelle volte complete abbiamo 
T T 
F1 9 gi P=a, Q=b, 
e perciò 
S _—=6Va+hE (m) 
q=0 
bVa+h/, i. cm vl 
2 m VI+m 
Si = aV b’+ .E (m,) 
P=0 
VD + h? 1—m; 1—m, 
— a 1 — log 
2 m, 1+m, 
e perciò 
p= (m +8) (13) 
g=0 p=0 
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Lone a= 0," men ae LE e perciò 


- Sis 8a Va’-+ h? E (m) 


— 1 — m? = 
AVG CE ROUTE di log U rah (14) 
m È 1+m 


2° Se b=c Valgono per m ed m, i precedenti valori ((a) 2°) e perciò 


D4= iti + Si ) 





S 


=b Q a=P 


9-0 p=0 


(15) 
3° Se a=b=c=tr, rammentato che 


mem; 
Sarà 


Vis 8r Vr + h? E (m) 


La Cate ARS A 08 
— Ar V 2+ m(1 — di log \/ a Hy (16) 
, m 1+m 


IV. Da queste vôlle montanti è facilissimo il passaggio alle völte a direttrici 
orizzontali per le quali 








h = 0 


e percid le precedenti formule (1)..... (16) si modificano come qui appresso 
(a) Crociere incomplete. La formula (1) in cui 


2 2 
C C 
m’—1— > iiss Nae dove Cz, ea 
diventa 


> 0 (P = p) (E (m,9,) — E (2,92) ) 
_ ab (er Vo meg? — VE QE nm Q 1m (“ VE P+ a) 


2 b m 


| m VE? q° + vb mig? 
S,= a (Q => q) (E (m,,;) —E (md) ) 

“log 

2 a 


e perciò 


ab e Va?-m? p°- Va*-P? Va’- map? 1 —m? (= Va?- P°+ Va?- m? =) ) 
a 2 m,Va?- pe Va?- m? p’ 


S=4(S-+S,) (17) 
1° Se a = allora 


M = M, ; P=0, p=q4 
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e perciò S,= 8a (P — p)(E(m,9,) — E(m,9.)) 
PAT a) 2,02 tat Wee one De x pa 2 
(fe -p Va m’p Va P° Va mì P 1-m el m Va?-P? P?+ Va? m? P? =) ) (48) 
a m Va-p° =D + Ya’-m m’p 


2° Se 6=c allora 


PI Pa 
Me 0, | do= pi are son È, [ do = 9,= are sent, 


inoltre 


A —m° os (2 eno Fl 








m Vi — ge Vi mg Diss cbs b 
e perciò 
S,—. b (P — p)l are sen Qu are sen È 
b b 
lavi 20 0) 
ed S, rimane inalterato, per cui 


G,=4 (S,_.+ §,) (19) 
3° Se a = b=c—r allora anche 


m=-0, p—#%,, Pa va, P=Q, PH 


e perciò 


S,== 8r (P — p) (are sen x — arc sen 2) 
r r 


— 8r (Yr—p’— Vr-P9) (20) 
(b) Crociere ogivali. Dal precedente N° (III (b)) abbiamo 


Sn = b(@-p) (E (m) — E (ma) 


ab ( b_qVNb_mqg 1—m Le bV1 —m’ )) 
2 b° m °\mVbT + VE — mq? 


ed 
Sa == a (b — q) (6 (m,)— E (m, , +.) 


Ar Ye— pa Am, avi—m —— —)) 
2 a’ m, «(= Vie ie Va mp 








g quindi 


S,=4 (S.. +S; | (21) 


Pesa 
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1° Sea=b, si ha altresì, come sopra 
hr m=M,, P =; 9 Ya 
e perciò 
Ss= 8a (a — p) (x (m) — E (ms) 


tano OE a? (ae aor mp — a log (illo ) (22) 
ai m \mVa?— p+ Val mp 





2° Se b=c, per esempio 














Mi 2801, E (m) =; E (m, ga) = are seni 
e perciò Sese b (a — p) (; — are sen 1) 
ET 
poichè CR 
=" tos (— BVA gat PL ARE Lt à 
m ng + rm) 0 D 
e perciò rimanendo inalterato Sı avremo 
Se= 4 (s + Si ) (23) 
Q=b=c P=a 
3: Se ab == rl'avremo pure 
m == m=) 5 p SI q 
e quindi 
= Tr 
S, = 8r (r — p) (— are sen 2) 
— 8r Vr p (24) 
(c) Crociere Sceme. Dal precedente (II (c)) risulta che 
Sy OP. E (m, 9,) 
ab fb2— VE — Q VE mQ@ 1—m’ mVb — Q? + VP— mo 
uf; 7 — log | ——_ 
2 ba iy b(1 + m) 
ed 
SE == al). E (m,, d,) 
p=0 
ab (ot VET MR A — mi, (mr) 
2 a OS FC ik È a (1-+ m,) 
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e quindi per brevità 
&=4(s_+S,) (25) 
g=0 p=0 
1° Sia a=b per eu P_.0), mm, = di avremo 


S,= 8aP. E (m, 9,) 








ER, (re Va P° Va’—m:P? 1 — Mm 1 Va? P? + Va? - m°P° je) 
a m a(1+m) 


2° Sia b = c, avremo come sopra 


Pr Q 
m=0, E(m, 9,) -| do = arc sen + 











b 
nonchè 
Lame m Vo>—Q + VE mY _0 VFO | 
e quindi 
Sj=,= bP are sen a — a (b — Vb? — Q?) 
e perciò = 


2 So + di 
Dio = a = =) (27) 


St Old Oj bia tee 
| È 
m=m,=0," E(m,9,) =E(m,%,) = are sen — 


P z— | 
avremo ©,,— 8Pr are sen — 8r(r— Yr®—P°) (28) 


(d) Crociere complete Abbiamo come al (III (d)) 


T T 
Tia 90 (i Toy EA P b= 0 
e perciò | 
S,=0,-0 ab. E (m) 
a) a rici log A rm 
2 me 1+m 
ed 
Sì = ab.E (m,) 
p=0;a=P 








(1e \/ 1 = 
2 m, à 1 + m, 
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e perciò 
= À à +S, ) (29) 
q=0,b=Q p=0,a=P 
1° Posto a = b 
13—= 8a? E (m m) 
— 4a? ree — lp 25) (30) 
2° Posto b=c si ha 
T 1— m? 4m 0 
= A — — 5 | o = — == — 1 
m =) E (m) 5 el ji eg 
e perciò 
- È T 
Sache bet ab 92 
-- ab 


e quindi 




















1 — m? TR 
= 2ab (3 _ LE log ve Mm, (31) 
m, 1+ My/ 
3° Posto finalmente 
a=b=c=r, per cui mi = 0 
sara 
1-- m! 1—m, 
a - log — —1 
m, 1+m, 
e perciò 
Dig = Anr 
— 8r? (32) 


V. Quanto alle völte a schifo cerchiamo anzi tutto qual’é il valore di quella 
porzione di superficie cilindrica che si projetta in n, r, e (II). Sia ¢ questa superfi- 
cie: è certo che essa sarà uguale all’ intera superficie del cilindro che si projetta in 
nd'er, meno la parte ND'E che si projetta in nd'e, e ch'è precisamente la crociera. 
Avremo dunque dalla formula generale del II 


GE if da fece VE my 


a rip 
PA SEE ae fa ar = VE m'y 
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05314 
V a a eT ( ) È dy IE 
P a + rm A a 2 2 2 —— 
uc N 


ae Dre 
a «/I Vb— y 


dal che si deduce 





Val quanto dire che la porzione di superficie cilindrica che si projetta in nre è pre- 
cisamente uguale alla parte algebrica delle espressioni (1) ... (16) ch’ è stata sempre 
nettamente distinta dalla parte trascendente. In pratica non può darsi il caso di 
usare tali espressioni. Uno schifo intero montante ripugna; mezzo può convenire in 
qualche caso. 

Ma quando le crociere sono orizzontali ossia 


he) 
allora gli schfi sono in genere espressi da 


4a Fe ydy TEN 
Z 2 4 C+ d — m 2er rin 
( ) DI VE al? my 


Ah cP 
4b Bi V 2 2 2 (k") 
aa Mia UL 
a JoVaî—w 
e il loro uso è frequentissimo nella pratica. I vari valori che prende la formola (k") 
. . Pa . * 
: sono tutti particolareggiati nella parte algebrica delle precedenti formule (17)...(32); 
nè mette il conto di qui ripeterli colla sola differenza del segno. 


Ravenna 31 Marzo 1866. 
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RISOLUZIONE DEL PROBLEMA : 


RIPORTARE I PUNTI DI UNA SUPERFICIE SOPRA UN PIANO 
IN MODO CHE LE LINEE GEODETICHE 
VENGANO RAPPRESENTATE DA LINEE RETTE 


DEL PROF. E. BELTRAMI, 


I. 


Nella maggior parte delle ricerche che sono state fin qui istituite dai geometri 
intorno alla teoria delle carte geografiche, si sono prese le mosse o dal principio 
della conservazione degli angoli (cioè della similitudine fra le figure infinitesime ), 
o da quello della conservazione dei rapporti d’ area. 

Benchè questi due prineipii sieno da riguardarsi come i più semplici ed i più 
importanti, può darsi tuttavia il caso che se ne debba prescindere, per adottarne 
qualche altro più rispondente al fine speciale della carta che si vuol costruire. 

Così, se la carta dovesse principalmente servire alla misura delle distanze, con- 
verrebbe escludere quelle projezioni per le quali le curve di minima distanza sulla 
superficie terrestre venissero ad essere rappresentate da linee troppo sensibilmente 
diverse dalla retta. Fra quelle considerate fin qui, la sola projezione centrale nella 
sfera ha la proprietà di trasformare in linee rette le curve summenzionate; e LAGRANGE 
riguarda a ragione questa proprietà come un pregio speciale di essa (*). 

Siccome, fra le proprietà di cui può essere dotata una carta, quella di pre- 
starsi alla facile misura delle distanze non è certamente la meno utile, così 10 aveva 
pensato che la risoluzione generale del problema formulato nel titolo di questo scritto 
potrebbe essere di qualche giovamento. Oltre la sua applicazione alla teoria delle 
. carle geografiche, essa mi sembrava promettere un nuovo metodo di calcolo geode- 
tico, nel quale tutte le quistioni relative a triangoli formati da dinee geodetiche 
sopra una superficie sarebbero ridotte a semplici quistioni di trigonometria piana. 


(*) Nelle Memorie di Berlino per l’anno 1779. 
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Ma I’ investigazione da me istituita in proposito mi ha condotto a riconoscere 
che il detto problema non ammette una risoluzione generale, e che il caso della 
projezione centrale nella sfera è sostanzialmente il solo nel quale sia realizzabile la 
condizione prescritta. | 

La singolarità di questo risultato mi sembrò atta a giustificare la pubblicazione 
delle mie ricerche su questo soggetto, quantunque ne risulti dimostrata |’ impossibi- 
lità di raggiungere pienamente lo scopo pel quale esse vennero iniziate. 


II. 


Sieno x,y le coordinate rettilinee dei punti del piano, non importa ‘se rettan- 
golari od oblique; X, Y le coordinate curvilinee dei punti corrispondenti della su- 
perficie. Supposto che sia possibile soddisfare alle condizioni del problema, le a, y 
saranno legate alle X, Y da due relazioni 


T= Nak), y = 0 (X,Y), 


la natura delle quali dovra esser tale che ad una retla qualunque del piano 


ax +by+c=0, 


corrisponda sulla superficie una linea geodetica. Ora l’equazione in coordinate cur- 
vilinee della curva corrispondente a questa retta è evidentemente 


au (X, Y) + bv (X, Y) 4+-c=0; 


bisognera dunque che quest’ equazione rappresenti una linea geodetica, ovvero che, 
riguardando le a, b, c come costanti arbitrarie, essa rappresenti l’ integrale completo 
dell’ equazione delle linee geodetiche. 

Ma nulla impedisce di riguardare come coordinate curvilinee della superficie le 
stesse funzioni u (X, Y), v(X, Y), anzichè le X, Y. Quindi è chiaro che il nostro 
problema si riduce a trovare come e quando sia possibile integrare l’equazione delle 
lince geodetiche per mezzo della relazione lineare | 


au +—bv+c— 0, 


o, ciò che torna allo stesso, come e quando I’ equazione differenziale delle linee geo- 
detiche sia riducibile alla forma 


(1) dud’v — dvd’u= 0. 
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Trovate le superficie e le variabili per le quali ciò abbia luogo, basterà porre 


LU A ia 
od anche 
z=au+bv+c, y= au+bv+c, 


od anche piü in generale 


au + bv + c d'u + by + c' 
a’u + bv cl’ 1 au aio 


Queste ultime formole corrispondono ad una trasformazione omografica della figura 
rappresentata dalle formole a = wu, y = v. 


Mm. 


Per trovare le condizioni sotto le quali l’equazione differenziale delle linee geo- 
detiche è riducibile alla forma (1), rammentiamo che, rappresentando al solito con 


ds°'— Edu?+ 2Fdudv + Gdv? 


il quadrato dell’ elemento lineare della superficie, la suddetta equazione differenziale 


è la seguente: 


0 = (EG — F°) (du d’v — dv d'u) 


+ (Edu + Fdv) Er ı au 1 du du + nalts av" 
du | du dv 








dv 
— (Fdu + Gar) (> — } no) dv + 1e du+ À LE (ey: 
dv du dv du 


Dovendosi annullare i coefficienti di’du°, du?dv, dudv?, dv? si avranno queste quat- 


(*) Veggasi per es. l’articolo XXI delle mie Ricerche di Analisi applicata alla Geometria nel Gior- 
nale di Napoli, tom. III. 
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tro condizioni : 


oF i 2H Aer) 0 
(3) Eu +, er, 
du du dv ov à 
(4) rl ern: 
av dv du du N) 
(5) (sar 
ov ou Ov 


Il nostro problema dipende adunque dalla. integrazione simultanea di queste 
equazioni, e poichè il loro numero è maggiore di quello delle funzioni da determi- 
nare, si può già prevedere l’impossibilità di risolverlo generalmente. 


IV. 
La (2) e la (5) si possono mettere sotto la forma : 
a (F\_?VE di EN 2 3-/G 
du \VEJ av” dv \VG] u 


e quindi esprimono che i due binomii 


(6) Edu + Fav Fdu + Gdv 
VE ; VG 


devono essere differenziali esatti a due variabili. 
È bene osservare che queste due equazioni non impongono alla superficie ye- | 
runa condizione speciale. Infatti, annullandosi per esse i coefficienti di du? e dv? 
nell’ equazione differenziale delle linee geodetiche, |’ equazione stessa è soddisfatta 
tanto per da =0, quanto per dv = 0, il che significa semplicemente che le linee 
coordinate u = cost., v= cost. devono essere geodetiche. Ciò si deduce anche dalle 
note espressioni delle curvature geodetiche relative alle linee u= cost., v=cost., le quali 
sono annullate dalle (2) (5) (come si può vedere nelle citate Ricerche, eq. (60) ). 
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V. 


Consideriamo ora le (4) (5). Eliminando = fra la (2) ela (3), e si fra la (5) 


e la (4), si ottengono le due equazioni: 


i Nn 72 
BE GE _ gph, SPE 

du du du 2E ou 

dE | p9G FF 3F°0G 


che hanno il vantaggio di contenere le derivate relative ad una sola variabile. 
L’ eliminazione effettuata è sempre possibile. Infatti quand’ anche, per una de- 


Bi el oe | IE 96 
terminata scelta delle variabili, le due derivate so sa fossero nulle, cesserebbero d’es- 
dv du 


sere tali surrogando alle u, v le nuove variabili au + bv + c, au + b'v+ c', sur- 
rogazione che non altera punto le condizioni del problema. 
Si può verificare facilmente che le due precedenti equazioni sono riducibili alla 


forma 
d EG — F? toh BEER at 
SN VBE Js AT GYM 


laonde se indichiamo con U, V due funzioni da determinarsi, la prima della sola «, 
la seconda della sola v, possiamo porre 


EG — F° EG — F° 
7 ———V ———UÜ. 
() EVE i GyG 
Bisogna ora vedere se sia possibile determinare le U, V in modo che i due bi- 
nomii (6) diventino differenziali esatti. 


VI. 


Introducendo una funzione incognita di u e di v, che diremo À, possiamo sod- 
disfare alle (7) ponendo 


(9) VE=U,. F=2UV, yvG=V, 


dove si è fatto per brevità 
(6) u=Vi(— UV) 
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I due binomii (6) diverranno 
AUdu + pVdv, »Udu + AVdv 
o più semplicemente 
du, + dv, , udu, + Adv, : 
ponendo 
(10) du, Udus, du=:Vdv, 


ed immaginando sostituite le w,,v, alle u, v tanto nelle funzioni A, x quanto 
nelle U, V. 
Le condizioni per l’integrabilità dei due ultimi binomii sono 
dA dp 2 dp 
9, 3, ua 


Se ne deduce 


du, dv, 


21) sai ACI 


2 (À — à (A — 

Al + 9 (A — +) — 0, 
U, dv, 

e quindi integrando 


A+ p= 29 (Ut Vi); 
1—-p=24(u— vi), 


dove 9, $ sono caratteristiche di funzioni arbitrarie. 
Ponendo finalmente 


(11) u,+v =, u,—v= 
si ha 
(12) d= 9 (a) + ÿ (8), H = 9 (a) — Ÿ (6). 
VII. 


Restano ora a determinare le 9, 4, U, V in modo che risulti soddisfatta la (9), 
ossia la 
AUV = V— à , 
cioè, per le (12), 
(p + 4) UV = 4oy. 
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Per tal uopo poniamo 


1 1 
en eo 
(13) FRE Mis 
talchè la precedente equazione diventerà 
4 
(14) D (2) +¥ = pv 
donde | 
log (D + Y) = log 4 — log U — log V. 
| À . a+ : . a B 
Ora U è funzione di u, ossia di "Ter V è funzione di v, ossia di To 0 


quindi il secondo membro è della forma 


fix + B) + F (« — §) 

eppero soddisfa all’ equazione 
e ARE | 
ee 


alla quale deve quindi soddisfare anche il primo membro. Si ottiene così 


d’® ID\? yy 1Y\? 
+9 -(-)=0+NG—-(5) 
da djs 





da dB 
ossia 
d°Y d’® 
(15) ernia ae) —B (6), 
ponendo 
d’® d0\? 
D de — (7) = A (x), 





d°Y i x 
LA E = na u Zee = B . 
dp? =) (9) 


Finalmente derivando la (15) due volte di seguito prima rispetto ad «, poi ri- 


spetto a £, si ha 


d® dv dY d3@ 
(18) ies ede À 


Se nessuna delle quattro quantità che entrano in quest’ equazione è nulla, è 
chiaro che l’ındipendenza delle variabili « e ß richiede necessariamente che sia 
d’® , d® UT dy 


= 7? 


ne Ge que dp? dB ” 
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dove r è una costante reale od immaginaria della forma r'î, ma sempre differente 


da zero. 
Se invece qualcuna di quelle quantità è nulla si dovrà porre 


d’® d°Y 
id NT ei 


ml 
(17 ) dé? 
quando nessuna delle derivate prime è nulla; oppure 

(175 Y = cost. 


quando una delle derivate prime, per es. quella di Y, è nulla. 
Se fossero costanti ambedue le funzioni ®, Y, la superficie risulterebbe svilup- 
pabile. Noi non ci occuperemo punto di questo caso, per sè stesso evidente. 


VII. 


Consideriamo dapprima le (17) dalle quali si deduce 
D (2) = A+ Aye + Aer, 
i (6) = B+ B e+ B,e~?, 


donde 


A (a) = r? ! A, (A,e"*-+ Ae) + 4A,A,}, 

B (6) =r? | B, (Be + B,e”?) + 4B,B,}, 
valori che riducono l’equazione (15) alla seguente: 

0 =r }(A, + Bo) (Axe+ A,e~*— B,e'f— B,e~"*) + 4 (A,A,-— B,B.) }° 
Essendo r diverso da zero bisogna dunque porre 
A + B= 0, A,A,— BIBS, 
condizioni alle quali si pud soddisfare cambiando le costanti e ponendo 
A,= — B, = — 2h, A,=A, As= kk'A, 

Be kA bas 


nel qual modo si avrà : 
> = A (e*+ kk'e”’*) — 2h, 

(18) 
W =A (ke'f+ ke’?) + 2h. 


Cosi tutte Je condizioni imposte dal problema alle funzioni ®, W sono soddisfatte. 
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IX. 
Bisogna ora determinare le U, V. 


Per tal uopo osserviamo che si ha 


D+ Y= A(1+ke"t2) (et Ke), 


e riponendo le variabili u,,v, in luogo delle «, ß mediante le (11) 
D+ PE A (ei + ke’) (ei + ker). 
Confrontando quest’ equazione colla (14). si vede doversi porre 


2 2 
19 U = —— ee EE 
( ) m (e"™1 er ke") > m (er + ke") 
purchè si faccia A = mm. 
Si avrà poscia, per le (13), 


ÉD «aire 2. 
PTT mm (e+ kk'e"*) — 2h” 
(20) | 
1 
PE 





mm (k'e'F+ ke") + 2h’ 
e finalmente dalle (8): 


(21) E=(e+ 4’ UV, F=(#—y)UV, G=(o+ dj V2. 
X. 


Prima di dedurre dai risultati precedenti la forma finale delle E, F, G espresse 
per u, v, osserviamo che dalle (21) si deduce: 


ds?— (# +4) jo (Udu + Vdv)’+ 4 (Udu — Vado}, 
‘ossia, per le (10), (11) 
(22) | dst== (0 + 4) (dda’+ Yap?). 
Questo risultato c’ insegna che le «, ß sono coordinate isoterme della superficie, 
e che la forma dell’ elemento lineare ad esse corrispondente è una di quelle che 
danno luogo all’ integrazione completa del problema delle linee geodetiche, come di- 


mostrarono i Sig. Liouvite e Brioscu. 
Tom. VII. N. 4. 25 
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Ma I’ equazione (22) è suscettibile di una ulteriore trasformazione. Infatti il suo : 
secondo membro può riguardarsi come il prodotto di due somme di quadrati e può 
quindi, colla nota regola, esser messo sotto la forma di una somma di due quadrati, 
nel modo seguente: 

ds’— (pda + yd8)° + ob (da = df)’. 

Quindi se si pone 

(21) eda — dB = dt, oda + Vdß = dr 


si hanno le due espressioni 
(22) ds°= dt?+ Agp du? = dr*+ Agddr?, 
le quali insegnano che le linee geodetiche u,= cost., v, — cost. hanno per trajet- 


torie ortogonali le linee £ = cost., t = cost. rispetlivamente. 


XI. 


Veniamo ora alla determinazione delle E, F, G, in funzione delle u, v. 


Dalle (10) si ha: 
du, dv, 
fe fr 

quindi, viste le (19), 


I 
m m 

ue = re va — Lei kei 
2r ( : 2r 


ommettendo per semplicita le costanti d’ integrazione, che si possono riguardare come 
implicite in w, v. 
Dai valori precedenti si deduce 


2 Vu" + km? 
CSS pitt ee ER 


m 
2 Vr°v°+ km? 
ei + kei = A ari , 
talchè le espressioni di U, V in u, v, sono 
U 4 1 
"= e “slot ali 
Vru?+ km? Vr’v’+ km! 


Inoltre ponendo 
W? == (r?u?+ km?) (r?v?-+ km") 
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si trova facilmente 


9 2 
a pa See) 


mm 
k'eB+ ke"?— 2 AMA È 
mm 
e quindi (20) 
1 1 
owe Wr Zi i NT Ù 


Finalmente, cambiando km’, kim’ in k, k', ciò che è lecito ora che le costanti 
k,m non compajono più separate, e ponendo quindi 


(23) | W’= (mu k) (ro k), 
si trovano i valori seguenti 


er i ri SL i 
[W?— (r°uv — h)?]? 


Pr ruv— h 
«LW (uv — hf" 
(24) 

ru + k 


G= Wreck: 


1 
2 __ N Far sn * 
\ Eee he [W?— (ruv — h)*|*- 


XII. 


Dalle cose dette alla fine dell’art. II. risulta che alle variabili u,v soddisfa- 
centi al problema possono essere surrogate altre variabili legate linearmente ad esse, 
senza che le condizioni del problema vengano mutate. Poichè dunque le formole (24) 
danno una soluzione del problema, bisogna che in particolare ogni sostituzione della 


forma u == au + br’, vy = au bv 


lasci inalterata la composizione di quelle formole. 
Verifichiamo questa proprietà. 
Rappresentando con 
ds?— E’du?+ 2F'du'dv' + G'dv” 


la 
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la nuova espressione dell’ elemento lineare, si ha 
De E'= Ea’—+ 2Faa'+ Ga), 
F'— Eab + F (ab'+ ab) + Gal’, 
G'= Eb?’+ 2Fbb'’ + Gb”. 
Quindi ponendo per brevità 


l'a? 4 2haa' + ka” = 


(ab — ab)? © oe 
k'ab+ h(ab'+ ab) + kab' H 
(ab'— a'b)? AY 
RD + 2hbb' kb? 
(ab'— ab}?  ” 
si trova: 
E (ab'— a’b)* (r°v°+K') 
LW (w—h)? ? 
P_ (ab' — a'b)° (r?u'v'-— H) 
TW (ru hf ° 
Gi (ab' — a'b)? (r°u? + K) 


PW? (uv — hf}? 
Ma è noto che si ha 
E'G’'— F?= (ab— ab)’ (EG—F°), 
quindi, ponendo 
W°= (rru®+ K) (rv’+K), 


si ha W? — (r?uv— h)’ = (ab'— ab) § W?— (r°u'v— HJ? }, 
epperò : 
E — 1 rv°+ K' 
— (ad'— ab) | W?— (r?u'vV — H)]? 
(oi See 1 ru'v'i— H 


c' Lager ru'?— K 
— (ab'— ab)’ |W" (r'uv—H)] 
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Ora egli è evidente che queste espressioni hanno la stessa forma delle (24) e 


ne differiscono soltanto in ciò che alle costanti r°, h, k, k' si trovano sostituite le 
2 


ut Ey. BK 3 uk, dove u = (ab'— a'b)’. 


Dunque la proprieta in diseorso è realmente verificata. 
XI. 


Disponiamo delle costanti a, b, a’, b' talmente da rendere 


HU K=K, 


ciò che è sempre possibile, ed. in molti modi, quando non si eseludano valori im- 
maginarii di quei coefficienti. 
Qsservando-.che in -tal caso si ha 


W'_ (r2u'y'— H)*= K(ru?-Hr2v®+K), 
si trova 
ep 
E rv +K 
eK’ (ru? + r20° + K) ’ 
F' — ru 
am v>K? (ru? rv! + K) 2 
ru” + K 


= ETRO: 
Ser pK? (r°u°+ rv? + K) 


Poniamo finalmente, per maggiore semplicità 


1 
ee Ri 


1: kr. 7 
e scriviamo u, v in luogo di u', v': avremo 
R? (v°+ a?) 
ru 
— R°uv 
(25) FE (u' + PILE a’) 
_R? (u + a’) 
(uv? + af" 
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XIV. 


Abbiamo per tal modo determinata la forma dell’ elemento lineare della super- 
ficie, vale a dire individuata una classe di superficie, tutte applicabili luna sull’al- 
tra e tutte soddisfacenti al problema proposto 

Per formarsi un’ idea della natura comune di tutte queste superficie bisogna 
dunque fare appello alle proprietà assolute, prima delle quali è la misura della eur- 
vatura, data dalla formola: 











6_ME\ AB yak | FE 
LES SR: o [ou  Eov > | wv du Kav (*) 
RR, 2VEG—F li \VEG=F/' à | ven 
ovvero, nel caso nostro, vista la (3), 
IG Fak 
St 1 lu — 
Rik} (°° 2/VEG Fg EG=an 
Ponendo per un momento 
A°= u+ v + a? 
si trova | 
9E 2R?(A? — 2u2)v 2G 2 R? (A’— 2v°) u 
o TT a CNT 
donde 
3G Fok 
du Edo _ 2a 94 
VEG edita 
quindi 
1 pera: d'A 1 


a ee 


Dunque le nostre superficie sono quelle di curvatura costante. In particolare, 
se R è quantità reale, le formole (25) competono a tutte le superficie applicabili 
sulla sfera di raggio R. 


(*) Veggasi per. es. l’art. XXIV delle citate mie Ricerche. 
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XVe 


È noto che le espressioni finite in u, v delle coordinate ordinarie X, Y, Z rela- 
tive alle superficie di curvatura costante non sono ancora state determinate in ge- 
nerale. Quelle relative alla superficie sferica tipo sono le seguenti : 


s Ru 


— 


= a + Vitis yee a 


Rv 
Were 
Ra 
Leas ie Vu a 
donde eliminando u, v, si trae: 
(X— a+ (+ (Z— 7)*= RY, 


a, 8, y essendo costanti arbitrarie. Infatti le precedenti espressioni danno: 


dX°+ dY?+ dZ°— 


R? § (0°+ a?) du°— 2uvdudv + (u°+ a?) dv? } 
(U°+ v°+ a’)? 








donde si deducono per E,F,G i valori precedenti. 

Le u, v hanno un significato geometrico semplicissimo. 

Infatti trasportiamo il centro della sfera nel punto di coordinate X= 0, Y=0, Z=— a, 
talchè si avrà 


X = Pere ie SE 
Vu + v° + a? 
Rv 
26 Y = ————__, 
( ) Vu’+ v° + a’ 
7 Ra 


Vu + v° + a? 


Il raggio passante pel punto (X, Y, Z) è rappresentato dalle equazioni : 


—_ — _—-— 
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epperò le coordinate del suo punto d’incontro col piano. XY sono 


aX DA aY 
L-- a Z+ a 








ossia per le (26), 


Dunque le variabili u, v non sono altro che le coordinate rettangole della pro- 
jezione centrale di quella sfera sulla quale tutte le nostre superficie sono appliea- 
bili, e questa projezione, insieme colle sue trasformazioni omografiche , costituisce 
Tunica soluzione del problema, almeno finchè si considerano le equazioni (17) dalle 
quali siamo partiti. 

Vedremo ora che anche le equazioni (17') e (17") conducono alle medesime con- 
elusioni. Ma per abbreviare il discorso ci contenteremo di dimostrare che anch esse 
corrispondono a superficie di curvatura costante, senza punto risalire alle espressioni 
di E, F, G per u,v, che ognuno potrà facilmente ottenere procedendo in modo ana- 
logo a quello che si è usato or ora, e che si possono agevolmente ridurre alla me- 
desima forma (26.) i 


XVI... 
Incominciamo dalle (17). Esse danno 
®-A,TA+ A,o?, 


Y=B,+B,6 + B,6, 
epperò la (15) diventa: 
2 (A,+ B,) (Aie + A,eî— B,8— B,6*) = 2 (A,+ B,) (A,— B,) — A? + Bi. 
Porremo quindi | 
A,+B,=0, 2(A,+B)(—B)=A/—B. 
Quest’ ultima relazione, in forza della precedente, può seriversi 
4AA A? SU BiB De 


Se fosse A,= B,= 0, si avrebbe quindi 


® —A,+ A,c, es A.B 
o più semplicemente 


(27) ® — 2 Aa, Y — + 2AB, 


poichè in forza delle (10) (14) si puö alle «,ß aggiungere una costante. 
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Se invece A, e B, non sono nulli, si soddisfarà alle condizioni trovate ponendo 
®=-Af(a—a)—c'}, Y=-A{(-b°—-@}, 
o più semplicemente 
(27) ® == A («’— cc?) , Y= — A (?—c’). 
1°) Nel caso delle formole (27) si ha dalle (13) 


ut Ÿ = + 1 
7 9A? ee AG 
i 1 (da dB 
Scrivendo dunque indifferentemente £ per + (ved. le eq. (21)) si ha 
i= 1 log = 
STE 
donde u, Sen hAt = v, cos hAt. 


Quando si prende il segno superiore si ha 


__ [cos =) 
mM 2Au; }° 


cos hAt\’ 
A 





epperò 





de dl + ( (d log w,)?. 


Prendendo invece il segno inferiore ed esprimendo «,ß per v, si trova 


ds’ dt + (= 1°) (d log v,)?. 





Ora, quando |’ elemento lineare di una superficie ha la forma 


du” + Gd’, 


LI 


la misura della curvatura è espressa da 
103° VG 
VG du? 
Tom. VII. N. 4. 26 


+ 
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Dunque le due forme precedenti convengono entrambe ad una superficie di curva- 
tura costante = — A’. Nella prima A dey’ essere reale, ma nella seconda può es- 
sere immaginario della forma 2A‘. In questo secondo caso la superficie è applicabile 








sulla sfera di raggio I 
2°) Adottando le formole (27°) si ha 
1 — 1 
= Kee Tape 
quindi 
pa be 100 ® = ce c (a + f) 
2Ac Poh ++ c(a+ 8)’ 
ossia 
ui— vit c?— 2cu, sch 
Esino 
donde 


v= Vu? + 2cu,cot hAct + c?, 





a == Ut Vu? + 2cu,cot hAct +c’, 


B=u— Vu? + 2cu,cot hAct + c*. 
Sostituendo questi valori in 9 e Y si trova 
sen h°Act 


49y Lo Au? ’ 
e quindi serivendo A in luogo di Ac, 
hAt \? j 
ds — dt? + (>) (d log u,)”. 


Questa forma dell’elemento lineare corrisponde di nuovo ad una superficie di 
curvatura costante = — A’. 


XVII. 


Consideriamo finalmente la soluzione data dalla (17%). Essa rientra in quella che 
abbiamo dedotta dalla (17). Infatti chiamiamo 2h il valore costante di Y: sostituen- 
dolo nella (15) troveremo 

(D + 2h) D' (2) — P (2)?= 0, 
donde 
D = Ae*— 2h, 
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essendo A,r costanti arbitrarie. Ora questi valori di ®, W si possono dedurre dai 
valori (18) ponendo k= k = 0. Non è dunque necessario sviluppare ulteriormente 
questo caso. 


XVHI. 


Dalle cose esposte emerge pienamente dimostrato il seguente teorema : 

Le sole superficie suscettibili di essere rappresentate sopra un piano in modo 
che ad ogni punto corrisponda un punto e ad ogni linea geodetica una linea retta 
sono quelle la cui curvatura è dovunque costante (positiva, negativa o nulla ). 
Quando questa curvatura costante è nulla, la legge di corrispondenza non diffe- 
risce dall’ ordinaria omografia (*). Quando non è nulla, questa legge è riducibile 
alla projezione centrale nella sfera ed alle sue trasformazioni omografiche. 

Siccome fra tutte le superficie di curvatura costante, la sola che possa ricevere 
applicazioni nella teoria delle carte geografiche e nella geodesia è probabilmente Ja 
superficie sferica, così dal punto di vista di queste applicazioni viene in tal modo 
ad essere confermato quello che si asserì in principio, cioè che la sola soluzione del 
problema è fornita in sostanza dalla projezione centrale. 

A rimuovere tuttavia ogni equivoco circa l’ estensione ed il significato del pre- 
cedente teorema sono necessarie due osservazioni. 

Primieramente si deve rammentare che gli elementi primitivi della corrispondenza 
considerata sono i punti, così della superficie come del piano. Se si volessero uni- 
camente far corrispondere le rette del piano alle linee. geodetiche della superficie la 
quistione diventerebbe assolutamente diversa e non imporrebbe condizione alcuna 
alla natura della superficie. Infatti rappresentando con 


f(u, v, a, b) = 0 
l'equazione integrale delle linee geodetiche sulla superficie considerata, e con 
y= Ax + B 


quella di una retta del piano, basterebbe stabilire due relazioni fra le A, B, a, 6, con 
che ad ogni geodetica corrisponderebbe una retta e viceversa. Ma è chiaro che in 
questo modo ad un punto della superficie, considerato come intersezione delle geo- 
detiche uscenti da esso, corrisponderebbe sul piano l’inviluppo delle rette corrispon- 





(*) Cioè distendendo la superficie sopra un piano, si ottiene una figura omografica colla rappre- 
sentazione. 


» 
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denti. E soltanto nel caso in cui si preserivesse che quest’ inviluppo dovesse ridursi 
a un punto, si ricadrebbe sulla quistione trattata precedentemente, e quindi sulle 
limitazioni ad essa inerenti. 

La seconda avvertenza è relativa alla generalizzazione di cui è suscettibile l’enun- 
ciato del nostro problema, vale a dire: riportare ? punti di una superficie so- 
pra un’ altra superficie in modo che alle linee geodetiche della prima corrispondano 
linee geodetiche: della seconda. La soluzione di questo problema più generale non 
è punto deducibile da quella del caso già considerato, come lo è per es. quando la 
proprietà caratteristica della corrispondenza è la similitudine delle parti infinitesime 
o la conservazione dei rapporti d’ area. La sola estensione che si può dare legit- 
timamente al nostro teorema è questa: Affinchè. è punti di una superficie possano 
essere riportati sopra una superficie di curvatura costante, in modo che le linee 
geodetiche di quella sieno rappresentate da linee geodetiche di questa, è necessario 
e sufficiente che anche la prima superficie abbia la curvatura costante. 


Pisa 31 Maggio 1866. 


to 
© 
(Sai 


PURA ED APPLICATA. 


SULLE SUPERFICIE GOBBE 


NELLE QUALI 


UNO DEI DUE RAGGI DI CURVATURA PRINCIPALE 


È UNA FUNZIONE DELL'ALTRO 
NOTA 


DI ULISSE DINI 


: 4. Nell’ ultimo fascicolo di questi Annali il Prof. Beltrami ha risoluto il pro- 
blema avente per oggetto la ricerca di tutte le superficie gobbe nelle quali uno dei 
due raggi di curvatura è una funzione dell’ altro, e in una Nota ha gentilmente in- 
dicato come io, all’ insaputa dei risultati ottenuti da Lui, mi fossi proposto la stessa 
questione e l’avessi pure risoluta con un metodo del tutto differente dal suo. Poi- 
chè questo metodo mi sembra non privo di una certa eleganza e semplicità, credo 
bene di darne ora qui la pubblicazione. 

Sia 
(1) F (op) = 0 


la relazione che lega i due raggi di curvatura principale di una superficie. 
E chiaro che, a meno che essa non sia appunto una delle due 


1 
(2) Ra Are — — così, 
PER pp 
potremo dedurne 
1. 14 1 
pit gs Al ee (p)-» 


e quindi per tutte le superficie nelle quali i due raggi di curvatura principale sono 
legati da una certa relazione, ad eccezione delle (2), si avrà 


ACI FRA ee "\V — pp 
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ovvero 
H=y, (K), 
ponendo 
1e 1 
fee K — ——. 
AE ae 


Se dunque si suppone che H e K vengano espresse per due variabili indipendenti 
u e v, si avrà, eliminando il ¢,, 


(3) dHdK dHdK 
dudv dudu 

e questa dovrà essere identicamente soddisfatta per tutte le superficie nelle quali un 

raggio di curvatura è una funzione dell’ altro, non escluse le (2), giacchè per que- 

ste si ha 


dH dH 0 dK dK 0 
li ied? dit td 
Nelle superficie gobbe H esprime la curvatura della sezione normale perpendi- 
colare alla generatrice, e K la curvatura della superficie; il nostro problema si riduce 
dunque a determinare le superficie gobbe per le quali questi due elementi rendono 
identica la (3). N 
Ricordiamo ora che se v e u sono le variabili che determinano su una super- 
ficie gobba le generatrici e le loro trajettorie ortogonali, talchè sia 


(4) ds du’ + { (u — a)’ +} dv’, 
ove a e ß sono due funzioni di v, si ha (*) 


1 Bi (w—a) + fa 
g g° 





(5) 


‘ove 





(*) Vedi Bour theorie de la deformation des surfaces — Journal de l'École Polyt. 1862. pag. 34, 46. 
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essendo dv, |’ angolo che la perpendicolare comune a due generatrici infinitamente 
vicine fa colla sua posizione successiva, e che conseguentemente dipende soltanto da v. 

Dietro queste formole è chiaro che la questione si riduce a determinare 2,2,0 6 
in modo che la equazione (3) resti soddisfatta pei valori (5) di H e K. Ora que- 
sta equazione diviene 


Eau — a)g'+ 26 (u — à) 362 (u — a) — BE} 
{B'(u— a+ 2Ba (u—a) — BR} = 
— 2 [gt ga — 2g? (u— a fi" (u — à) g— Ba"g? 
+ 3 $6 (u—a) + Bo} I pi — (u — a) al t] (u— 2), 
e poichè deve essere ‚idenlica dovrà esser soddisfatta anche per u = a. Si avrà 
dunque . 848 0, 


e poichè B non può essere zero, altrimenti la superficie sarebbe sviluppabile, se ne 
concluderà che 6' = 0 e quindi 


(6) Bee 
essendo c una costante arbitraria. 
Per questa condizione la equazione precedente diviene 


N (u — a) +.6?+ Ba'— 0, 
e, dovendo essere soddisfatta qualunque sia u, ci dà 
| (7) e—=w-+b, A=d, 


ove a, b, d sono tre nuove costanti. 
Esaminiamo ora queste condizioni. 
La (6) e la prima delle (7) ci dicono che per le superficie cercate si ha 


ds’— du°+ § (u — av —b)’+ ce} dv, 


e poichè questa forma dell’ elemento lineare conviene alle superficie applicabili sul- 
l’iperboloide gobbo di rivoluzione quando a è differente da zero, e a quelle appli- 
cabili sull’ elicoide gobbo a piano direttore e a direttrice rettilinea quando a = 0, 
se ne concluderà che le superficie cercate sono nelle classi di quelle applicabili su 
queste due. 

Per interpretare poi la 2° delle (7) si osserverà che conducendo pel centro di una 
sfera di raggio uno, altrettanti raggi paralleli alle gencratrici della superficie gobba 
si forma sulla sfera una curva gg' il cui arco misura l'angolo dv, e conducendo 


. 
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dei raggi paralleli alle generatrici della superficie conjugata il loro angolo dv, mi- 
sura l’angolo dei grandi cerchi della sfera tangente a gg' alle estremita di dv; 


a 


dunque la curvatura geodetica c, di gg è data dalla formola 


dv, 


= — d= cost 
8 dv i 


e si ha perciò che gg’ è un circolo, e il cono direttore delle superficie cercate è di 
rivoluzione, e ha per apertura 6, essendo 


(8) cot 0 = d. 


Riunendo ora questo risultato al precedente se ne concluderà subito (*) che : 

Le sole superficie gobbe nelle quali un raggio di curvatura è funzione dell’al- 
tro sono gli elicordì. 

Ponendo nella (5) per «,,% i loro valori (6) e (7) e eliminando g, si ha la 
relazione 


(9) UA IND 


I es 
p .p (=) 
che lega i due raggi di curvatura principale degli elicoidi. In essa a, c, d sono co- 
stanti arbitrarie, ed è essa la sola relazione cui possono assoggettarsi i due raggi 
di curvatura di una superficie gobba per ogni punto di essa. 
2. Questa formola conduce subito al noto teorema di Meunzer sulla superficie 
rigata d’area minima, giacchè si vede che essa non può ridursi all’ altra 


p+p=0, 


senza che si abbia a= 0, d=0, cioè senza essere nel caso dell’elicoide gobbo 
a piano direttore e a direttrice rettilinea. | 

3. Per dedurre dalla relazione (9) quella relativa all’ Iperboloide gobbo di rivo- 
luzione conviene cercare il significato delle costanti a,c, d che. entrano in essa. 

Si sa che c è l’inversa del coefficiente di distribuzione dei piani tangenti della 
superficie e d, per la (8), è la cotangente dell’ apertura del cono direttore : in quanto 
ad a poi si può osservare che, se 2 è l’inclinazione della elica di stringimento 
u = av + b sulle generatrici, si ha | | 


ne ~) = 
do CT 72 


Sin 


’ 











(*) Bour loc. cit. pag. 69. 
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e quindi 


— Cc coli. 


Il significato delle costanti a, c, d è dunque facilmente determinato (*). Ciò fatto, 
si osservi che essendo le generatriei di queste superficie tangenti al cilindro che 


AR soe BIER Er c 
contiene |’ elica di stringimento, se si suppone a e quindi d = 2». que- 


st’ elica diviene un circolo e la superficie diviene di rivoluzione; e la relazione (9) 
si trasforma nell’ altra 





Do 1 1 31 
{pio (— ella} {pia + et 
che si scinde in una delle due 
3 4 13 4 
È Ne cost Con 
gard pet ihe p c 


che sappiamo verificarsi nelle superficie del second’ ordine. 

Si potrebbe pure vedere che 1’ iperboloide gobbo di rivoluzione è la sola super- 
ficie gobba nella quale si verifichino queste relazioni. 

4. Mi piace or di notare come la relazione (9) dia luogo ad una rimarchevole 
proprietà degli elicoidi applicabili su quello gobbo a piano direttore e a direttrice 
rettilinea. 

Si osservi che a e c sono le stesse per tutte gli elicoidi E' applicabili su uno 
stesso elicoide E, e per averli tutti basta far variare d da — o a + ©. 

Per a = 0 si hanno quelli applicabili sull’ elicoide gobbo a piano direttore e a 
direttrice rettilinea, e per quello corrispondente al cono direttore di apertura 0 si ha 


1 1 cot 0 
== + pin, COTE rete) 5 RE Oe Ar 


pp (pp) | 


Per un altro di questi elicoidi si avrà 
1 Au 1 
oa a Fe ea 
Pe pr (ps) 





—__— me 


(*) Le costanti contenute nella formola data dal Sig. Beltrami hanno un significato differente : pero, 
servendosi delle formole del $. 2. della Memoria dello stesso Sig. Beltrami sulla flessione delle superfi- 


cie rigate, queste costanti possono esprimersi per quelle, e così si trova anche la coincidenza delle due 
formole. 


Tom. VII. N, 4. 27 
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e quindi pei punti corrispondenti sarà 


Le 

0 pd ‘ cole Ae 

1 LT RER i na 
te, à 

oy Li 


Si può dunque concludere che quando sz trasforma uno degli elicoidi applica- 
bili su quello gobbo a piano direttore e a direttrice rettilinea in un altro elicoide, 
le curvature medie delle due superficie o, che è lo stesso, le curvature delle se- 
zioni normali perpendicolari alle generatrici nei punti corrispondenti si manten- 
gono proporzionali. Il rapporto costante di queste curvature è quello delle cotan- 
genti delle aperture dei respettivi coni direttori. Ciò poteva dedursi anche dalla 
formola del Sig. Beltrami. Da essa pel valore del rapporto in questione si trove- 
rebbe il rapporto delle curvature delle respettive eliche di stringimento. 

È pure da notarsi che se la (9) è relativa a un elicoide E, la relazione che 
si ottiene dalla (9) stessa cangiando il segno di d e lasciando gli stessi a e c sarà 
relativa a un elicoide applicabile sul precedente e avente lo stesso cono direttore. 


Pisa, Maggio 1866. 


=. 
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA 


SUGLI ABCE DI CICLUUIDE 


(ORDINARIA, ALLUNGATA ED ACCORCIATA). 


1° Se nella cicloide ordinaria si prenda per asse delle ascisse il diametro del 
circolo generatore, che divide per metà |’ intera cicloide e per asse delle ordinate una 
retta perpendicolare a quest’ asse con I’ origine nel punto, ove l’asse incontra la curva 
le sue equazioni saranno 


x=a(1—cosu), y= a(u + sen u) 


ove a è il raggio del circolo gencratore, ed u un’ angolo compreso fra 0, e x. È 
noto che un’ arco della eieloide a partir dall’ origine è sempre doppio della corri- 
spondente corda del circolo, per cui la curva è perfettamente rettificabile e la sua 
lunghezza è quadrupla del diametro del circolo generatore. Quando la cieloide sia 
o allungata, od accorciata, la rettificazione dipende da un’ arco ellittico, ossia da un 
trascendente ellittico di seconda specie, e la semicicloide in questione sarà espressa 
dal trascendente completo di seconda specie: E assai facile, quando siano stabilite 
Vequazioni della cieloide o allungata, od accorciata di verificare quanto si è detto, ¢ 
solamente ci fermeremo un’ istante su tale ricerca, da che la riporteremo primiera- 
mente ad un punto di storia. 

2° Nell’ anno 1773 fu stampata in Parma la seguente Opera: Opuscula Mathe- 
matica auctore Petro Giannini, la quale Opera presentemente è molto rara. Il” 
secondo di questi opuscoli porta il titolo: De Cycloide Contracta, ac Protracta. 
Nella Prefazione il dotto Autore dice Proprietatibus Cycloidum vulgarium inventis 
proprietates Cycloidum Contractarum , ac Protractarum investigatae Robervallius 
enim quadraturam, Paschalius vero Rectificationem earundem tradidit, at non pari 


elegantia id factum , quemadmodum in Cycloide vulgari. Constabit autem ex se- 
% 
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quentibus me incidisse in demonstrationes non inelegantes, Quadraturam praesertim 
ac Rectificationem harum Curvarum: difatti il citato Autore tanto con una dimo- 
strazione sintetica, quanto con una dimostrazione analitica, giunge a dimostrare, che 
gli archi della Cicloide o allungata 0 ‘accorciata si esprimono per archi ellittiei. Pre- 


sentemente si può ancora semplificare la dimostrazione analitica, e chiamando m una 
costante minore, 0 maggiore di uno, l’equazioni 


x=a(1—cosu), y =a (mu + sen u) 
apparterranno alle due cicloidi, e dalla differenziazione si ricava 

dx = a sen udu , dy = adu (m + cos u) 
quindi per la rettificazione sarà 

ds?== dx°+ dy°= a’du* (1 + m?+ 2m cos u) 


sostituendoci per brevità 


2 


coou=1 —2 sen ju, ed lu —9 
Am 
ko= ———_, <1 
ed Ann < 
si avrà ds = 2a (1 + m) dg Y(1 — k° sen°g) 


Ed in fine per un’arco indefinito 
s = 2a (1 +m) fdg y(1 — k° sen’) 


il che dimostra la dipendenza di s da un’arco ellittico : per la semicicloide 9=0, 9= 1, 
e si avrebbe l’integrale definito completo. 


1 
rn 
= 2a(1+ m) f° do ÿ(1 — k’sen?¢) 
o 

Nella cicloide’ ordinaria m= 1, e k —1: l’integrazione si rende razionale, e si 
giunge ad una sua nota proprietà di sopra richiamata. Ad una medesima, ed iden- 
tica formola di rettificazione si giunge, quando l’equazioni della cicloide si prendano 
sotto la forma 


x=@0(1—mcosu), y=a(u-+ msenu) 
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Infatti dalla differenziazione ricaviamo 
dx = masen udu, dy — adu (1 + m cos u). 
d'onde ds— dx? + dy’= a’du? (1 + m?+ 2m cos u) 


quale essendo identica alla precedente, ne risulterà una somigliante riduzione. 
3° Alle indicate curve cicloidali possiamo anche riportare un’altra specie di ci- 
cloide, della quale la sua rettificazione dipenda da archi circolari : Prendiamo la curva 
di equazioni 
x=a(1—cosu), y= ma (u + sen u). 


e che per m= 1 si riduce alla ordinaria curva cicloidale : è noto che I’ equazione 


finita sarà y=m (VE =a" SLI (es x )) 


come per l'equazione differenziale si avrà 


2a — x 
dy = mda ve) 


Di qui per il differenziale dell’ arco, si trova 
| 2am’— (m°— 1) x 
ds = da’ (EE). 
x 
e ponendo per brevità am°= (m°— 1) a, otterremo 


ds = Ym’—1. in, / 


la quale è del tutto somigliante all’equazione differenziale fra x, ed y, per cui l’equa- 
zione finita sarà evidentemente 


DE a tt Dee 
s = Vm?—1. (Via — X°)+ a, Are sen (Lene 2) 
È dunque dimostrato che la rettificazione della nuova cieloide dipende da archi cir- 
colari. Nel caso particolare di m°= 2, abbiamo a,= 2a ed il valore di s diviene 
V(4ax — >) 


s = V(4ax- x") + 2a. Arc. sen uses 
a 
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la quale rappresenta una cicloide di raggio 2a, quando s si prendesse per ordinata: 
In questa curva poi corrisponde I’ ordinata — 


| y= y2. (Viana + a. Are. sen 20) 


a 


L’analogia di tali curve con la cicloide ordinaria fu già da me rimarcata da lungo 
tempo in una Memoria inserita nel giornale arcadico fin dal 1839 Sul metodo in- 
verso delle tangenti: aggiungo che questa memoria tradotta in lingua Francese tro- 
vasi anche inserita nel tom. 26° del giornale di Crelle. 

4° Aggiungeremo in fine con riportare la soluzione di una questione relativa 
alla eieloide e che trovasi esposta nel fascicolo di Decembre 1865 Nouvelles Anna- 
les de Mathematiques par MM. Gerono et Prouhet, ed a pag. 555 si legge quanto 
segue : 

Question 699 par M. G. Répétiteur au Lycée Louis-le-Grand. 

En partageant, dans un rapport constant les normales d’une cycloide quelcon- 
que (ordinaire, allongée ou raccourcie) on obtient une courbe dont les arcs sont 
exprimables en arcs d’ellipse. Una tal questione fu proposta dal sig. Prof. Mannheim. 

Ne trascriveremo qui la soluzione come viene esposta nella citata opera. 

Una cicloide qualunque ha per equazioni 


y—a=bcosu, x — au = bsenu 


Fra le coordinate di un punto (x,y) di questa curva, e quelle (n, Ë) della linea 
in questione si ha la relazione 


E— au 
RR Ton 


N 
y 
Differenziando le precedenti equazioni si ha 
dy = — bsen udu, dn = ndy 

de = (a + bcosu) du, dé == ndx + adu —— nadu 

e per conseguenza | 
dn = — nb sen udu, d& = (a + bncos u) du 

D'onde ds = du Y(a’+ n°b°+ 2abn cos u) 


= du ÿ((a + nb)? — Aabn sen’ 3 u)) 
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Poniamo 3 u = © avremo 


| 4abn 
| — > un ea en an 2, 
ds (a + nb) dp VIE CRETE sen +) 


Ora un’ arco ellittico ha per elemento differenziale 
ds = ado /(1 — e? sen’¢) 


a è il semiasse maggiore, ed e I’ eccentricità. 
Nel nostro caso i semiassi A, B, e l’eccentricità E sono dati dai valori 


2__ m 
A=2(a+nd), bi za - > 


(a + nb A? 
quali sono soddisfatte, mentre 
._ AGabn (2 (n + ab))’— (2 (n — ab) )? 
~ A(a+nb)? (2 (n + ab) )’ 


L’.articolo dei nouvelles Annales termina col fare osservare che la questione propo- 
sta dal sig. Mannheim fù dal medesimo risoluta con considerazioni geometriche in 
una Memoria, che trovasi inserita nel Cah. 40 della Scuola Politecnica. Avendo avuto 
occasione di citare l’opera del Giannini, per le Cicloidi, aggiungeremo che tre sono 
gli opuscoli contenuti. Cioè I° De Hydraulica. Il. De Cycloide contracta , ac pro- 
tracta. III° De Sectione determinata. Quest ultimo interessa in modo speciale la 
Geometria. L'autore dopo la prefazione impiega due pagine delle quali il titolo è: 
Descriptio operis Apollonii Pergaci de Sectione determinata ex Pappo. L’opuscolo 
viene diviso iu due parti, fa prima contiene quarantatre Teoremi oltre a risoluzioni 


di problemi. 
Roma 31 Decembre 1865. 


È BarnaBa TORTOLINI. 
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PUBBLICAZIONI RECENTI 


SS 


a 
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dell’Accad.) — Napoli 1865. 

Genocen — Studi intorno ai casi d’ integrazione sotto forma finita (dalle Mem. del- 
l’Accad.) Torino 1865. 

Baurzer — Elementi di Matematica, 1° versione italiana fatta sulla 2° ‘edizione di 


specie (dal Rend. 


Lipsia ed autorizzata dall’ autore, per L. Cremona. Parte 2° Aritmetica generale 
Genova 1865 (Tipografia editrice del R. I de’ Sordomuti). 

Bautzer — Elementi ecc. ecc. Parte 3°, Algebra. 

A. Forti — Lezioni. elementari di Meccanica — Milano 1865. 

De La Gournerie — Sur les surfaces réglées tétraédrales symétriques (Compt. rend.) 
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A. Gernertu— Fünfstellige gemeine Logarithmen der Zahlen under Winkelfunctionen 
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ritmi comuni, con cinque cifre decimali, dei numeri e delle funzioni angolari 
di 10 in 10 secondi, aggiuntevi le parti proporzionali delle loro differenze) — 
Wien 1866. 
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Times, with many papers und solutions not published in the. Educational Ti- 
mes. Vol. IV. from july to december 1865 — London 1866. | 

D. Turazza — Relazione sul teorema di Sylvester (Atti Ist. Ven.) — Venezia 1866. 
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sido qualunque (Mem. Inst. Ven.) — Venezia 1865. 

P. L. Souor — Méthode des plans cotés— Paris 1866. 
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d. Sächs. Gesell.) — Leipzig 1866. 

A Forti — Teorica dell’attrazione delle sfere esposta con analisi elementare — Pisa 1866. 

SaLmon. — Analytische Geometriae der kegelschnitte mit besonderer Berücksichtigung 
der neueren Methoden; unter Mitwirkung des Verfassert deutsch beerbeitet von 
Dr. W. Fırpuer. Zweite umgearbeitete und verbesserte Auflage. Erste Abthei- 
lung: Bogen 1-18 — Leipzig 1866. | | 

Jacosı — Vorlesungen ueber Dynamik, nebst fünf hin terlassenen abhandlungen, heraus— 
gegeben von A. Clebsch — Berlin 1866. | 
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SULLE PROPRIETÀ 


GEOMETRICHE E DINAMICHE 


DE’ CENTRI DI PERCOSSA 
NE MOTI DI ROTAZIONE 
MEMORIA 
DI D. CHELINI 


DELLE SCUOLE PIE. 


PE KC 


Quel profondo e sagacissimo geometra che fu il sig. L. Poinsot, nell’ ultimo de- 
gli scritti co’ quali ha tanto contribuito al perfezionamento della Meccaniea, occupan- 
dosi di questioni sulla percussione scoprì un certo numero di nuove proprietà geo- 
metriche e dinamiche che si offrono a considerare in un corpo quando, per l’azione 
di un impulso ricevuto, il corpo debba concepire un moto di rotazione intorno ad 
una retta la cui direzione riesca o parallela ad uno degli assi principali del centro 
di gravità, ovvero contenuta in uno de’ piani determinati da questi assi. Nella pre- 
sente Memoria io mi propongo di mostrare che le dette proprietà sussistono non so- 
lamente ne’ due casi contemplati dal sig. Poinsot, ma eziandio qualunque sia la di- 
rezione della retta intorno a cui debba avvenire la rotazione, purchè questa retta 
sia una di quelle (in numero infinito nello spazio) che si dicono ass? permanenti del 
corpo. Rendendo più generale la teoria del sig. Poinsot, io spero di averla resa ad 
un tempo più semplice per l’unità de’ principii, e per |’ evidenza e connessione delle 
conseguenze; oltre a chè le stesse verità si presentano sotto un aspetto nuovo e più 
completo. Quanto alla sua importanza, ecco ciò che dice I’ illustre Autore relativa- 
mente ai risultati a cui egli perviene: Il nous semble que des vérités si claires et 
d’une expression si facile sont comme de nouveaux éléments qu’on ajoute à la 
science et qui ne peuvent manquer de la perfectioner. Car il faut convenir que 
l’esprit humain ne s’avance guére qu’à l’aide de ces idées plus simples, ou de ces 
instruments plus commodes qu'il imagine et qu'il manie, pour ainsi dire, avec 
plus de facilité (Journal de Mathématiques, 2° serie, tome II, 1857). 

Tom. VII. N. 5, 28 
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Comincio dal richiamare e dallo stabilire alcune formole, i in parte conosciute ed 
in parte nuove, che conducono nel modo più diretto alla teoria generale di cui 
sì tratta.. 


Formole che, nel movimento di un corpo, rappresentano le forze equivalenti 
alle quantità di moto delle molecole del corpo. 


1. È noto che il movimento di .un corpo solido, per quanto si voglia suppor 
complicato, ove si consideri in un dato istante dt, si può sempre riguardare come 
composto di un moto semplice di rotazione che si effettua identicamente intorno a 
ciascuno de’ suoi punti, e di un moto semplice di traslazione che diversifica da un 
punto all’altro (*) (Mecc. p. 266). Per moto di traslazione di un corpo si suole - 
intendere (e qui s’ intenderà sempre) 2l moto del suo centro di gravità. 

Denotiamo per O il centro di gravità, origine di tre assi rettangoli Ox, Oy, Oz 
affatto arbitrarii; per x la massa del corpo, e per 


A= f (y?+ 2°)dg, B= /f (22+ 2) de, © C= f (x?+ y) du, 


A'= f yzdz, Ba f 2x du, C'= fayda 


le consuete notazioni relative ai momenti d'inerzia. 

Sia Imn la direzione di una retta 9 avente l’origine in O (per 1, m,n s’in- 
tendano i coseni degli angoli che la retta 9 fa cogli assi positivi. Ox, Oy, Oz). Il 
momento d'inerzia S intorno a questa retta sarà (Mecc. p. 227) 


S= Al’+ Bm°+ Cn°— 2 (A'mn + B'nl + Cm). 
Poniamo ancora, 


L= Al —Cm—B"n, 
M = Bm— An — C1, 
N = Cn — Bl — A'm, 


e rappresentiamo per OG la retta G che, sugli assi Ox, Oy, Oz, ha per componenti 
L, M, N, cosicchè si abbia 


G= ris. (L, M, N) > (ris. = risultante) 





(1) Per ciò che viene puramente affermato, cito coll’ iniziale Mecc. i miei elementi di Meccanica 
razionale (Bologna, 1860) dove le dimostrazioni sono in gran parte nuove. A questi elementi va unito 
un Appendice sui principii fondamentali delle Matematiche. 
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Il momento S sarà pure rappresentato da | 


S = Ll + Mm + Nn = G cos (G6). 


Cid posto, il movimento del corpo, considerato nell’ istante dt, consista in un moto 
di traslazione del centro O di gravità che tenda a farsi colla velocità v rappresen- 
tata dalla linea Ov, ed in un moto di rotazione che tenda a farsi colla velocità an- 
golare 0 rappresentata in grandezza ed in asse dalla retta 09 avente la direzione Imn. 


da dy dz 


Tutte le quantita di moto elementari,. quali dî du, — de, nr du, trasportate in O 


di 
si comporranno nella forza unica pv che avrebbe il centro di gravità se la massa 
intera del corpo vi fosse concentrata, ed in una coppia unica rappresentata in gran- 
dezza e in asse dalla formola (Mecc. p. 227) 


G.6= ris. (Le, M0, Ne) — ris. (L, M, N) 6. 
Nell’ ellissoide centrale (cost.== costante arbitraria) 
At + By’+ (2’— 2 (A'ys + Bax + Cry) = cost. 
il piano della coppia risultante G9, rappresentato dall’ equazione 
Lx + My +Nz=0, 
è conjugato alla direzione Imn dell’ asse di rotazione 09 (Mecc. p. 279), cioè divide 
per metà tutte le corde dell’ellissoide parallele a quest’ asse. 


Formole relative all’ asse centrale delle rotazioni. 


2. Sull’ asse dell’ angolo (9, v) (*) si prenda il segmento 


v sen (6v) — 


OD = 7 ; 


l’asse centrale delle rotazioni sarà la retta D9 condotta dall’ estremità di OD pa- 
rallelamente all’ asse di rotazione 09 (**) (Mecc. p. 268). Segnata con D la retta OD 


(*) Per asse dell’ angolo (6, v) s’ intende una retta perpendicolare in O alle due 00, Ov, e disposta 
‘rispetto all’angolo 60v a quel modo che Oz è rispetto all’ angolo yOz. 
x (**) Le rette parallele tra loro, ossia della stessa direzione, saranno. indicate ciascuna da due lettere, 
la prima dinotante l’origine, e la seconda la direzione. Per es. le notazioni 09, Do, G9, Qo rappresen- 


tano rette parallele di cui l’origine rispettiva è ne’ punti O, D, G, Q. 
i * 
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avremo (M. Appendice pag. 25 e 35) 


cos (xD) = [m cos (20) — n cos (yv)]: sen (00), 
(D) cos (yD) = [n cos (av) — 1 cos (zv)]: sen (9), 
cos (2D) = [1 cos (yv) — m cos (av) |: sen (90). 
Moltiplicando rispettivamente per L, M, N queste equazioni e sommandole si ottiene 
G cos (GD) sen (6v) = (Mn — Nm) cos (xv) 
(D), -- (NZ — Ln) cos (yv) 
+ (Lm — MI) cos (20). 


L'asse centrale delle rotazioni è detto da Poinsot asse spontaneo scorrente per- 
chè, nell’istante dé che si considera, il moto del corpo si riduce a girare intorno a 
questo asse ed a scorrere contemporaneamente lungo il medesimo, a quel modo che 

fa una vite intorno al suo asse. Notando per h il moto di traslazione lungo l’asse 
centrale, si avrà (M. p. 269). 


h=vcos (8%), D.0=vsen(9), v= h?+ D'é. 


3. Quando il moto del corpo si riduce ad una pura rotazione intorno all’ asse 
centrale, quest’ asse ritiene il semplice nome di asse spontaneo. Affinchè ciò avvenga, 
è necessario e sufficiente che resti verificata la condizione h = v cos (6v) = 0, e 
per conseguenza 


l cos (xv) + m cos (yv) + n cos (20) = 0. 


In generale: 2 moto di un corpo è riducibile ad una semplice rotazione quando, 
preso un punto qualunque per centro di riduzione de’ moti, l’asse della rotazione 
risultante riesce perpendicolare alla trajettoria di esso punto (M. p. 269). In que- 
sto caso le forze che animano il corpo, riportate al centro di gravità sono 


uv = u.OD.9, Go = ris. (L,M,N)®. 


a 


4. Finalmente quando il moto del corpo è tale che, oltre di ridursi ad una 
semplice rotazione, le quantità di moto elementari equivalgono ad una forza unica, 
l’asse centrale delle rotazioni prende il nome di asse permanente. Affinchè ciò ab- 
bia luogo, è necessario e sufficiente che la direzione Ov del moto di traslazione ri- 
sulti perpendicolare ad un tempo e all'asse di rotazione 09 ed all’ asse OG della 
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coppia risultante (M. p. 43); ond’é che dovranno verificarsi le due equazioni 
l cos (xv) + m cos (yv) + n cos (20) = 0, 


L cos (av) + M cos (yv) + N cos (20) = 0. 


Facendo variare il rapporto a OD, alle diverse variazioni corrisponderanno altret- 


tanti assi permanenti, aventi tutti la medesima direzione Imn, e tutti contenuti in 
un medesimo piano (OG, 09), perpendicolare in O ad Ov, e per conseguenza rap- 
presentato dall’ equazione 


(P) (Mn — Nm) x + (Nl — Ln) y + (Lm — Ml) z = 0. 


5. N.B. Gli assi rettangoli Ox, Oy, Oz essendo affatto arbitrarii, 1° se siano presi 
secondo le direzioni degli assi principali d'inerzia del centro O, I’ equazione (P), a 
causa di 0 — A'— B'= C', diviene» 


x y 2 
P B — C)- +(C — AZ Ave Byer: 
(P), (B-0)7+(C- A) + (A—B)== 0 
2°.Se invece l’asse Ox sia preso secondo l’asse di rotazione O6, l’equazione (P), a 
causa dl=1,0=m=n, si muta nella 
By— C'z = 0. 


3° E questa, se l'asse arbitrario Oy si prenda nella direzione DO, dovendo ridursi 
a 3 — 0, dara 
B'oafiaedui=-;0; 


La relazione B'= 0, essendo simmetrica rispetto ad Ox e ad Oz, mostra che gli 
assi permanenti del piano yz sono paralleli ad Oz. Ne segue in generale che: I piani 
degli assi permanenti sono a due a due così disposti che l’ uno è perpendicolare 
agli asst permanenti dell’ altro, e che, in ogni pajo di tali piani rettangolari, le 
direzioni degli asst permanenti, quali Oz, Ox, sono vincolate dall’ equazione 


fade 0% 


L'equazione (P) o (P), rende manifesto che, data la direzione Imn di una retta 
qualunque 009, rimane determinato il piano degli assi permanenti paralleli a questa 
retta; e che viceversa, dato un piano qualsivoglia che passi pel centro di gravità, 
Px + Qy + Rz — 0, rimane determinata la direzione Imn degli assi permanenti 
contenuti in questo piano. 
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Formole generali relative all’ asse centrale delle forze, rappresentanti 
le quantità di moto elementari. 


6. Ridotte nel punto O le quantità di moto delle molecole alla forza unica pv, 
ed alla coppia G.9, si prenda sull’ asse dell’ angolo (v, G) il segmento 


op — 6? sen (eG) ; 
pv 


l’asse centrale delle forze sarà la linea Fv condotta dalla estremità di OF paralle- 
lamente alla retta Ov che rappresenta la velocità del punto O, centro di gravità 
(M. p. 43). Denotiamo OF per f, e per K. il valor minimo che prende la cop- 
pia G.9 quando il centro di riduzione è preso sull’ asse centrale Fv, di cui la più 
corta distanza dal centro di gravità è OF = f. Si avranno le relazioni 


K=Gcos(vG), cot (vG) = 


= f = G sen (v6), C= K+ (PP 
Per la direzione di OF, asse dell’ angolo (v,G) , avremo 
cos (xf) = [N cos (yv) — M cos (zv)]: G sen (vG) , 
cos (yf) = [L cos (zu) — N cos (av) |: G sen (vG) , 
cos (zf) = [M cos (av) — L cos (yv)]: G sen (vG). 
Moltiplicando ciascuna di quest’ equazioni per 
| 0 
BR (VG), 


si avranno le coordinate a, 6, c del punto F 


a= SIN cos (yu) — M cos (zv)], 
(f) b= SIL cos (20) ta) N cos (zv)] , 


6 
¢ = = [M cos (20) — L cos (yv)], 
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ed 
f = a+ b?+- cd. 
7. Consideriamo ora l'angolo triedro determinato dalle tre rette 09, Ov, OG le 


quali, affine di regolare i segni (= 1), si riguarderanno per un momento come tre 
assi obliqui Ox, Oy, Oz, e denoteremo per Ox,, Oy,, Oz, gli assi degli angoli 


(yz) = (0,6) , (zx) = (G,6) , (xy) = (9,0). 


Ciò avvertito, immaginiamo una sfera col centro in 0 e di raggio = 1. Gli angoli 
solidi Oxyz , Ox,y,2, segneranno sopra questa sfera due triangoli sferici xyz, æ,y,2,, 
polari |’ uno dell’ altro. In questi triangoli si ha primieramente 


sen (yz) cos (xx,) = sen (xy) cos (22,) , 


perchè ciascuno de’ due prodotti rappresenta il: sestuplo del tetraedro determinato dal 
centro O e dai vertici del triangolo sferico xyz. In secondo luogo si ha 


cos (2%) = cos (xy) cos (Y2) — sen (xy) sen (yz) cos (2,%,) » 
Se ad Ox, Oy, Oz torniamo a sostituire 00, Ov, OG, e ad Oz,, Ox, [assi degli an- 


goli (x,y) = (9,0), (y,2) = (vG)] le rette OD, OF; le due formole precedenti di- 
ventano 


sen (vG) cos (6f) = sen (4v) cos (GD), 


cos (G9) = cos (92) cos (vG) — sen (9v) sen (vG) cos (Df). 


Se la 1° di quest’ equazioni si moltiplica per = sen (00), e la 2° per fs (ponendo 
A 


mente a OD — = sen (6v) , OF = 6 sen (vG) , 
donde | OD.OF = È sen (vG) sen (6), 

eda’ Gcos(Go)=S, G cos (26) — K) 
si ottiene 


OD.OF cos (6f) = È cos (DG) sen? (6), 


(F) 
K cos (0v)— S 
ot pere 


OD.OF cos (Df) = 
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8. Supponiamo adesso che l’asse centrale Dé delle rotazioni non sia scorren- 
te, cioè supponiamo che nell'istante dt il moto si riduca ad una semplice ro- 
tazione intorno all’ asse Dé. In questa supposizione la linea Ov, per le cose dette, 
sarà perpendicolare alle tre 00, OD, OF, le quali saranno conseguentemente in un 
medesimo piano, e le prime due essendo rettangolari formeranno angoli complemen- 
tart ad un retto colla terza OF. Laonde si avrà sen (90) = 1, cos (9v) — 0, e 


BU __ Gsen (vG) 
OD — >; one 


e le (F) diventano 
OD.OF cos (6f) = Co (DG), 
P 


(F), 
OD.OF cos (Df) = - 


RIM 


Quest’ ultima formola rende manifesto che |’ angolo (Df), = ang. (DOF), è ottuso, 
e che perciò il prodotto OF cos (Df) rappresenta la projezione di OF sul prolunga- 
mento di DO al di là del centro O. Inoltre essendo 


ang.6f + ang.fD = ang.6D = 90°, 


e quindi cos (fD) = sen (9f), la divisione delle (F), fornisce 


S? 

2 
sen’ (9) = sr Gr cost (DG) 

A fine di dar rilievo colla figura al significato geo- 
metrico delle (F),, conduciamo per i punti D, F i due 
assi indefiniti Dé, FO parallelamente ad O6, poi le per- 
pendicolari DA, FF, a questi assi, e in ultimo prolunghia- 
mo FO sino ad incontrare in E l’asse Dé. Si ha dalla 
figura 





OA = OF cos (Df) , OF cos (6f) = DF, ; 


e le (F), si mutano nelle 


OD.DF,= = cos (DG),  OD.04 i. 
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Riguardando come positive le direzioni di OA e di OF, e però come negative le 
opposte di OD, OE, l’ultima equazione dà 


DA = DO OE QAR fs = 


DO.OA Fe a 


a 


E siccome DO = EO sen en , OA = OF sen (6f) , così alle (F), si può dare anche 
la forma 


S Gi 
#EO.OFr == + cos? (DG) , 


(F), 
».OD.DF,= G cos (DG). 


A queste, nelle applicazioni ai casi particolari, conviene aggiungere (2) 
G cos (DG) sen (0v) = (Mn — Nm) cos (xv) 
+ (N! — Ln) cos (yv) 
+ (Lm — MI) cos (zv). 


9. Quando l’asse della rotazione spontanea è un asse permanente, la direzione 
Ov del moto di traslazione, oltre di essere perpendicolare ad 00, deve di più riu- 
seire perpendicolare ad OG, non che (per costruzione) ad OD e ad OF. Ed essendo 
retti gli angoli (6D), (Gf), ed avendosi 


ang.(6D) = ang.(6G) + ang.(GD) , 
ang.(Gf) = ang.(G0) + ang.(4f) , 


sarà 
sen (6f) = cos (G6) = =; cos (GD) = sen (6G) ; 
e per conseguenza 
S G° 


F (F}, 
».OD.DF,= G cos (GD) = G sen (4G). 


10. Ove occorra di prender gli assi Ox, Oy, Oz nella direzione delle tre linee 
09, OA, Ov, che nel caso di una semplice rotazione riescono sempre rettangolari , 
basta porre sen (9v) = sen (xz) —— 1, ed 

1, 0 =m—n;* cos (20) = 1, : cos (av) — cos (yv) — 0. 
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In questa supposizione avremo 
S=A= f (y+2) du, —Gcos (DG) = C'= fayde, 
A 
e le (F), diventano 


Cl 


».E0.0F — À + À 





2 OD DEC: 


11. Quando l’asse istantaneo è di più asse permanente, si dovrà aggiungere 
la condizione 


DB fard 0: 


E se l’asse di rotazione sia parallelo ad uno degli assi permanenti del centro di 
gravità, nel qual caso si ha pure 


C'— Erd = , 


aller sen (0f) = cos (G) —1,  KO.OF—*, 
pl 


e la linea EF sarà perpendicolare ad 09 e. si confonderà con DA. 


Proprietà geometriche de’ centri di oscillazione e de’ centri 
di percossa. | 


12. L’asse di sospensione di un pendolo composto sia una retta qualunque Do, 
avente la direzione mn, e situata alla distanza DO (fig. I.) dal centro O di gra- 
vità del pendolo. La velocità angolare di rotazione, nell’ istante dt, sia 0. In que- 
sto istante l’asse di sospensione si potrà riguardare come un asse spontaneo di ro- 
tazione rispetto alle quantità di moto delle molecole del pendolo, quantità che, ri- 
portate al centro di gravità, sono equivalenti alla forza pv ed alla coppia G0. La 
forza pv = pDO.0, essendo quella onde sarebbe animato il centro di gravità se tutta 
la massa 4 vi fosse concentrata, ha una direzione perpendicolare al piano di oscil- 
lazione, cioè al piano determinato dall’ asse di sospensione e dal centro di gravità. 

Sarà chiamato centro di oscillazione il punto abc (6) dove I’ asse centrale delle 
forze, Fv, che è perpendicolare al piano di oscillazione, incontra in F il detto piano. 
Se in questo piano immaginiamo infinite linee, tutte parallele all’ asse di sospensione, 
come destinate ciascuna ad esser presa alla sua volta per asse di sospensione, pos- 
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siamo stabilire che: Gli assi di sospensione aventi la stessa direzione (Imm) e con- 
tenuti in un piano condotto pel centro di gravità, tengono à loro centri di oscil- 
lazione (abc) sopra una retta che passa pel centro di gravità, ed in particolare 
sulla linea EF, asse dell’ angolo (v, G), intersezione de due piani 


Le + My + Nz=—0, 
x cos (xv) + y cos (yv) + cos (20) = 0. 


43. Il centro di oscillazione diviene centro di percossa quando l’asse di sospen- 
sione è un asse permanente di rotazione, e sopra quest’ asse il centro di perma- 
nenza coincide colla projezione F, del centro di percossa (M. p. 205 e 210). 

N. B. Nel moto rotatorio intorno ad un asse permanente, siccome le quantità 
di moto delle molecole equivalgono ad una forza unica concentrata nel centro di per- 
cossa, così potremo dire che la forza del centro di. percossa, in un dato istante, 
equivale al moto rotatorio che si effettua in tale istante intorno all’ asse perma- 
nente. Per moto rotatorio si deve: intendere il complesso delle quantità di moto 
onde, nella rotazione, sono animate contemporaneamente tutte le molecole del corpo. 

Riteniamo; al presente, che le direzioni degli assi Ox, Oy, Oz siano quelle delle 
rette 00, OA, Ov. Le formole trovate 


EO.OF == (a +7) ane ee 
CA A p 


fanno palese: 1° Che i due assi E9, F9, riguardati come assi di sospensione ; sono 
tali che l’ uno contiene il centro di oscillazione dell’ altro (per es. come F è il cen- 
tro di oscillazione rispetto all’ asse -E9, così il punto E è il centro di oscillazione ri- 
spetto all’asse F6); 2° Che se l’asse di sospensione E9 si muove parallelamente a 
se stesso nel piano xy; il punto F, (projezione del centro di oscillazione F sul detto 
asse) descrivera un’ iperbole equilatera, avente per asintoti le due rette 09, OA, e 
per equaz. pOD.DF,=— — C'; 3° Che quando |’ asse di sospensione è parallelo ad 
uno degli assi permanenti relativi al centro di gravità, come avviene ne’pendoli che 
servono alla misura del tempo, la retta EF si confonde colla retta DA (11.), ed il 
centro di oscillazione è precisamente quale suol definirsi in questi pendoli. Così la defi- 
_ nizione data del centro di oscillazione contiene come caso particolare la definizione in uso. 

14. Restano intanto poste in aperto e dimostrate le seguenti proprietà geome- 
triche de’ centri di oscillazione e di percossa. 

In un pendolo comunque composto: 1° Gli assi di sospensione paralleli tra loro 


ed esistenti in un medesimo piano di oscillazione, tengono è loro centri di oscilla- 
È 
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zione sopra una retta che passa pel centro di gravità ; 2° Sono conjugati a due 
a due per modo che l’ uno ha sopra di sè il centro di oscillazione dell’ altro ; 
3° Il prodotto delle distanze che da due centri conjugati corrono al centro di gra- 
vità (posto sempre frammezzo ad essi) è costante; 4° Se à centri di oscillazione si 
projettano sopra è loro assi di sospensione, il luogo delle projezioni sarà un’ iper- 
bole equilatera, simmetrica intorno al centro di gravità, corrente in mezzo a due 
asintoti l uno parallelo e l’altro perpendicolare ai detti assi. 

Queste proprietà trovate dal sig. Poinsot nel caso speciale che gli assi di ro- 
tazione siano o paralleli ad uno degli assi permanenti del centro di gravità, ovvero 
contenuti in uno de’ piani determinato dagli stessi assi, io le estesi ne’ miei elementi 
di Meccanica a tutti gli assi permanenti paralleli, qualunque sia la loro direzione 
comune (M. p. 208 e 295). In appresso il chiarissimo prof. sig. Domenico Turazza 
trovò che le stesse proprietà convenivano a tutti gli assi spontanei di rotazione. La 
teoria che ho esposta ha il vantaggio di. farle discendere spontaneamente dai loro 
principii più generali. 


Proprietà dinamiche de’ centri di percossa. 


15. Le proprietà dinamiche si distinguono dalle geometriche in quanto che sup- 
pongono in atto la rotazione del corpo, e non appartengono che ai soli centri di 
percossa, mentre le geometriche si estendono anche ai centri di oscillazione. 

Sulla linea de’ centri di percossa, oltre i due punti 
4 5 a conjugati fissi E, F, notiamone ad arbitrio due altri mo- 


0 I 
e clone bili P, Q. Fatto per abbreviare 
| è 
E 


ERIS OS eer A = sen (Pf) = cos (G6) 


és 
(fig. 2.) avremo S = 4G, ed 
S G G 


Il prodotto PO.OQ dovendo mantenersi costante al variare de’ suoi fattori, è mani- 
festo che quando |’ uno de’ due punti mobili P, Q si avvicina al centro O, I’ altro 
dee allontanarsene nella stessa proporzione, per modo che la loro distanza, espressa da 
Po = PO +00 —PO + = 004+, 
pk GO ph OOD 
può divenir grande quanto si vuole. Ne segue che quando |’ uno de’ punti fissi E,F 
è dentro l'intervallo PQ, I’ altro ne sara fuori. 
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Supponiamo che il corpo nell’ istante dé eseguisca la rotazione @dt intorno all’asse 
permanente. E9. Le quantità di moto delle molecole del corpo equivarranno ad una 
forza unica uv che si potrà immaginare tutta raccolta nel centro F di percossa, se- 
condo una direzione perpendicolare al piano 6EF. Chiamo F questa forza pv concen- 
trata nel punto F, che rappresenta il moto di rotazione del corpo intorno ad Es. 
Poichè , nell’ attuarsi della rotazione, ogni punto del corpo è animato da una velo- 
cità che ha per misura il prodotto della velocità angolare 0 per la distanza del punto 
all’ asse di rotazione E9, le velocità de’ punti F, P,Q, O saranno 


DIRES IEP CAO, ALO. 


16. Il moto rotatorio che intorno all’ asse permanente E9 si effettua colla ve- 
locità angolare 9, si concepisca decomposto in due moti rotatorii intorno agli assi 
paralleli Po, Q9. Questi moti componenti si effettueranno rispettivamente colle velo- 
cità angolari (M. p. 266) 

EQ PE 


Ver, 


per le quali, considerate a parte, il centro di gravità O sarebbe animato dalle ve- 
locità 
EO ro ,E 200 
PQ 7 PQ’ 
Questi moti rotatorii parziali equivarranno ciascuno ad una forza unica raccolta nel 
rispettivo centro di percossa Q, P. Se denotiamo queste forze colle stesse lettere de’ 
punti in cui si suppongono concentrate, avremo 
PE EQ 
P= n.0 — .I00 = p.0 == .IPO. 

#0 5G QO, Q=r PO 
Ora, siccome il moto rotatorio intorno ad EG equivale ai due moti rotatorii intorno 
a Po, 09, così la forza unica F che rappresenta il primo moto, dovrà essere equi- 
valente alle forze parallele P, Q che rappresentano i secondi moti. Ma queste forze 
P,Q, considerate come componenti di F, sono espresse dalle note formole 


0 


pp erro Fe 


PQ PQ’ 
PF PF 
Q = mn ud STA È 
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Queste nuove espressioni dovranno dunque riuscire identiche alle precedenti. Tale 


identità si rende manifesta nel modo che segue. Se all’ uno e all’ altro membro di 
ciascuna dell’ eguaglianze (*) 


EO.OF = PO.0Q, EO.FO = 00.0P, 
si aggiungano rispettivamente i prodotti EO.PO, EO.00 , si ottiene subito 


EO.PF = PO.EQ , EO.FQ = 0Q.EP = QO.PE ; 


e con ciò è resa evidente l’accennata identità. 
Abbiamo adunque in generale : 


FO OQ 
Poe F AQO = .0XEP, 
Po po = “Pg 
di las we eee 
dove è da notare ehe le ultime espressioni delle forze, o 
00 PO 


hanno un significato dinamico notabilissimo. Esse mostrano che, per avere la misura 
delle forze de’ punti P, Q, eonviene spartire la massa del corpo tra questi punti in 
ragione inversa della loro distanza al centro di gravità O, e poi dare a ciascuna 


delle masse parziali (ep u Po) la velocità del punto corrispondente (9 XEP,92E0). 


Ciò posto, le formole (c) si possono tradurre nella seguente proposizione, principio 
fondamentale di tutte le proprietà dinamiche de’ centri di percossa. 


(*) Nell’ indicare più punti in linea retta, per es. A, B, C, D, fo uso del principio 
AB=— BA, 


il quale significa che se la linea AB si riguarda come positiva, la BA si dee riguardare come negativa. 
Da questo principio si deduce quest’ altro : 


AB+BC+CD=AD, 
qualunque sia l’ordine di successione de’ punti A, B, C, D (M. App. pag. 4). Cosi 
EO + OP + PQ + QF= EF; 


vale a dire: Quando le parti di una linea sono così disposte che ciascuna cominci dove termina quella 


che precede, la loro somma è uguale alla linea che unisce l’origine della prima parte col termine 
dell’ ultima. 
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17. Trorema. Quando un corpo gira intorno ad un asse permanente, il moto 

rotatorio, considerato in un dato istante dt, equivale in tale istante alle forze che 

avrebbero due centri conjugati di percossa ove si supponesse che questi punti si 

fossero spartita la massa intera del corpo in ragion inversa delle loro distanze al 

centro di gravità; e le dette due forze sono tali che rappresentano, dal loro canto, 
due moti rotatori paralleli, equivalenti al moto unico che st considera. 

Se la velocità di uno de’ punti conjugati è nulla, il che avviene quando il punto 

è sull’ asse medesimo di rotazione, com’ è il punto E, il moto rotatorio sarà equi- 


valente alla forza dell’ altro punto F, centro di percossa dell’ asse di rotazione , e 
questa forza è 


EO 


PER O EF = ud AEO = pv. 


Benchè le quantità di moto del centro di gravità O e del centro di percossa F ab- 
biano la stessa grandezza, tuttavia differiscono in ciò che quella del secondo punto 
è quantità di moto di una massa più piccola animata da una velocità più grande, 
differenza che le rende capaci di effetti diversi. Così se il corpo urta contro un punto 
fisso col centro di percossa, perde ogni moto; ma se vi urta col centro di gravità, 
perde il solo-moto di traslazione, e conserva inalterato quello di rotazione, 


COROLLARII 


A DES PO 
1° Le masse parziali BBO? QUE che si concepiscono concentrate ne’ punti con- 
jugati P, Q, costituiscono un sistema il cui momento d’ inerzia relativo all’ asse 06 
è uguale a quello del corpo. Infatti i momenti parziali di P e di ( sono 
PO PO 


OQ 2PM2__ CA 
Hp PO Si, “DO 


ta cui somma è = S. 

2° Quando i due punti conjugati P, Q, supposti in moto, si trovano dalla stessa 
parte dell’ asse di rotazione E9, le loro forze che, come componenti della forza F 
sono del medesimo segno, rappresentano moti rotatori di senso contrario, negativo 
intorno a (99 e positivo intorno a P9. Ed avendosi P + Q=F, se I’ una delle 
forze P,Q diminuisce, |’ altra crescerà; e se luna diviene minima ed = 0, l’altra 
diverrà massima ed = F. 

3° Quando. i punti P, Q si trovano disposti |’ uno a destra e |’ altro a sinistra 
di E9, le loro forze che, come componenti della forza F sono di segno contrario, 
rappresentano moti rotatori dello stesso senso. Ed avendosi Q — P =F, le due 


ah \2 ee OQ 
+ 4200328 S PO” 
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forze P, Q debbono nel loro variare diminuire insieme e crescere insieme; e se l’una 
P si avvicina al suo limite minimo, = 0, l'altra Q si dee pure avvicinare al suo 
limite minimo, = F. In questo caso le due forze P, Q hanno pure ciascuna un l?- 
mite massimo che sarà determinato in appresso. 

4° Quando il moto del corpo consiste in una semplice rotazione ddt intorno alla — 
retta 09 condotta pel centro di gravità, le quantità di moto delle molecole equivar- 


| S.0 
ranno ad una semplice coppia G9 = sunt le (c) si muteranno nelle seguenti 


5 PO G 
a 
WAT nenn: 


risultato che d’altra parle è per sè evidente; perchè la coppia G.9, il cui piano è 
conjugato all’ asse di rotazione 09 (1), può certamente riguardarsi come proveniente 
da due forze situate in questo piano, parallele, uguali e di senso contrario. 

5° Quando il corpo non ha che un puro moto. di traslazione, = pv, la velocità 
v del centro di gravità sì potrà riguardare come rappresentante una coppia di ro- 
tazioni (9, —0) intorno agli assi paralleli Pd, (99. La velocità angolare 6 sarà deter- 
minata dall’ equazione (M. p. 266) 


SPA 


v = 0.1PQ. 
Le componenti P, Q della forza uv saranno date dalle formole 
0Q 
P == MY DO = p.010, 


(T) Si 
Q= 0 pg = PO, 


entrambe dirette nel senso medesimo del moto di traslazione. 


Limite minimo di PQ. Limite massimo delle forze de’ punti conjugati P, Q, 
e delle rotazioni parziali intorno agli assi conjugati -P9, Qe. 


18. Supponendo note le distanze tra il centro di gravità O e i due punti con- 
jugati fissi E, F, adottiamo per abbreviare le notazioni 


EO = e, OF =f, 
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donde EF = e+f, PO.0Q = 





Limite minimo di PQ. Supponendo mobili i punti conjugati P, Q, prendiamo 
per variabile indipendente 


OQ = » ; 
sarà PORTE PQ =» EE 


Eguagliando a zero la derivata di PQ, presa rispetto ad w, si trova che il valore 
di © corrispondente al suddetto limite è = ef, e che per conseguenza i corri- 
spondenti valori di OQ, PO, PQ, sono 


ef PO, PO def VE 


vale a dire: I punti conjugati P, Q allorchè si sono avvicinati tra loro il più pos- 
sibile, si trovano disposti ad SAL distanza dal centro di gravità, e questa di- 
stanza è = (ef. 

Per determinarli geometricamente, sopra la linea EF 
presa per diametro si costruisca un semicircolo, e pel punto 
O gli si conduca perpendicolarmente al diametro la semi- 
corda OM = yef. Fatto centro in O, con questa semicor- 
da OM presa per raggio, si segneranno sulla linea EF le 





(fig. 3.) 
posizioni dei punti P,Q più vicine tra loro. 
Si noti che nel triangolo EMF i valori de’ due cateti sono 


EM = yele+N=e\/(! +f), 
FM =vrle+=ry/ (1 +). 


19. Limite massimo delle forze de’ punti conjugati P, Q. Avvi luogo a cercar 
questo limite, come si è notato superiormente, quando i punti P, Q si trovano dalla 
stessa parte del punto F, e però quando si ha F = Q—P. In questo caso, il li- 
mite massimo di una qualunque delle due forze componenti facendo conoscere quello 
dell’ altra, basta che cerchiamo quello di una di esse, per es. di 

dt Or OH) 00% ry pr 
PQ (PO +00) 00 a+ ef 
Tom. VII. N. 3. 30 
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Prendendo la derivata di Q rispetto alla variabile », ed eguagliandola a zero, sı 
trova l’equazione 


must den — ef u 0, 


la quale, avendo l’ ultimo termine = — ef, mostra che le sue radici rappresentano 
le distanze OQ, OP tra il centro di gravità O ed i punti conjugati ove le forze 
P,Q hanno la massima grandezza. Tali distanze, radici di cotesta equazione, sono 


nr y(1+0] 
nl) 
onde, essendo PQ = PO +00 = 2ey/(1 +4), ca 
\ were) m 


si conchiude che 2 due punti cercati P,Q si trovano situati ad equal distanza 
dal punto E, e che questa distanza è EM (fig. 3). E poichè in questi punti risulta 


ro 


E 


Bor 


D 
E 
IO 
| 


’ 


NI © 
pl > 


possiamo stabilire che : 

In que’ punti conjugati P,Q dove il moto rotatorio si risolve: in due moti 
rotatorü eguali tra loro e dello stesso senso, ivi le forze che rappresentano que- 
sti moti rotatoriî parziali, sono le più grandi possibili e di senso contrario. 

Abbiamo inoltre 


PF — PO + OF =e|1 + ye-9]; 
FQ = FO + 0Q = ef: + +], 


e per conseguenza 


: pr PQ:P0 one P0.00 | 








de: 2 
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PF 
po? PF. 


Ciò posto, ie formole Q = F. , Offrono i seguenti più grandi va- 


FQ 
PQ 
lori assoluti di Q e di P: 


(ei verg] 
reale ya], corr 


(Juando il moto del corpo si riduce ad un puro molo di rotazione intorno al 
centro di gravità O, le forze P, () essendo eguali e di senso contrario, ed espresse da 


G.9 S.0 
() = — P = I = -—_ » 
PQ APQ 
BR rn TA 22/3 
avranno il più gran valore possibile quando la distanza P() è minima , ossia = a Van 
\ 108 
Il loro valore massimo sarà dunque 


Das =: 00) 4 PO 6 
Q=—P=;V8, ed anche qui PO D mes 


20. Limite massimo delle rotazioni pEQ intorno agli asst conjugati 


PE 
POLO 
Ps, Q9. Avvi luogo di cercare questo limite quando gli assi P9, Q6 si trovano dalla 
stessa parte di E9, ossia quando le due rotazioni componenti hanno segno contra- 
rio. E poichè in questo caso il limite massimo dell’ una fa conoscere quello dell’al- 


tra, basta cercare il limite massimo di 0. —-,0 (ciò che torna lo stesso) del rapporto 


PQ 
. PE _(PO+0E)0Q f—o 
PQ (PO + 00) ON ea: 


Se di questo rapporto si prende la derivata rispetto ad ©, e si fa = 0, si ottiene 
Die 2fo TE ef — 0. 


Le radici 0Q, OP di quest’ equazione, il cui prodotto dee essere uguale all’ ultimo 


termine — ef, sono 
en] 
eye] 
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onde, essendo PQ = PO + 00 = ary/ (1 + +) , ed 


| FP = FO + OP =—/y/(1 +2), 


FQ —F0+00=f{/(1+%)-—rP, 


si conchiude che i due punti cercati P, Q si trovano situati ad egual distanza dal 
punto F, e che questa distanza è = FM (fig. 3). E poichè in questi punti risulta 
F F0 _ 2 ’ ee 
POSE? PQ 2 
possiamo stabilire che : 

In quei punti conjugate P, Q dove il moto rotatorio si risolve in due moti ro- 
tatoriz di senso contrario e del massimo valore, ivi le forze che rappresentano 
questi moti parziali sono eguali tra loro e dello stesso, senso. 

Abbiamo inoltre 


EP — EO + OP =/|1 +-/(1+5)| 
EQ = EO + 0Q—f|1 ++ +2). 


e per conseguenza 
__PQ.PO __PQ.0Q 
EP VE e 


Ciò posto, le più grandi rotazioni parziali nelle quali si possa risolvere la data ro- 
tazione 6 rispetto ai punti conjugati P, Q, sono offerte dalle formole 


eve] 
io); 


Quando il corpo non ha che un puro moto di traslazione, = pv, la coppia delle 
rotazioni (9, — 9) intorno agli assi Pe, Q@ dovendo essere equivalente alla velocità 
v del centro di gravità, e perciò dovendosi avere 


v = 0.1PQ, 
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è palese che la velocità angolare 9 sarà massima quando la distanza PQ sarà mi- 


. a eS 
nima, ossia =~ Il valor massimo di 9 sarà dunque 
l. 


0 fe 
=aV8 


O v 
e ne punti P, Q, le forze saranno P= Q = uv en 
Dell’ urto di uno de’ centri di percossa P, Q, contro un ostacolo 
o punto fisso, e suoi effetti. 


21. Supponiamo adesso che il corpo, nell’atto che effettua in un dato istante 
la rotazione 6dt intorno all’ asse permanente E9, urti contro un punto fisso con uno 
de’ due. punti conjugati P, Q, e cerchiamo qual sarà il moto che il corpo tenderà a 
prendere immediatamente dopo |’ urto. 

Estinguendosi nell'istante dt contro il punto fisso I’ una delle due forze conju- 
gate P, Q, l’altra forza equivarrà ad un moto rotatorio che tenderà ad effettuarsi 
intorno all’ asse permanente che passa pel punto fisso. Il moto rotatorio dopo l’urto 
sarà quindi rappresentato dall’ una o dall’ altra delle forze (16) 


PE : EQ 
P = po — .100, Q = 4 50: 


secondochè |’ urto contro il punto fisso si faccia col punto Q ovvero col punto P; 
ed in corrispondenza la velocità del centro di gravità O, ossia del moto di trasla- 


1PO , 


zione, diverrà = —, ovvero = Q Ciò posto: 
Pr 
1° Quando le forze P, () sono di senso contrario, cioè P negativa, () positiva 


e maggiore della forza F, i moti rotatorii che queste forze rappresentano saranno 
dello stesso senso, e ciascuno più piccolo del dato intorno ad E9. I punti P, moven- 
dosi in senso contrario del moto di traslazione, si chiameranno punt? posteriori del 
corpo, e punti anterior! i punti conjugati Q che si muovono nel senso diretto. Se 
il corpo, nel suo rivolgimento, percuote il punto fisso con uno de’ suoi punti po- 
steriori P, il suo moto progressivo in avanti si farà più celere; e cangerà invece 
di senso e diverrà retrogrado se il corpo percuota con uno de’ suoi punti anterior: 
Q: in ambedue i casi il moto rotatorio si rallenta, e siffattamente che quando il 
moto di progressione o di riflessione riceve la più gran celerità che possa avere, la 
velocità del moto di rotazione si riduce alla metà. 
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Nella ipotesi adunque che le forze P e 0 siano di senso contrario, i punti P, 


centri di percossa posteriore, sono anche centri di progressione; i punti Q, centri 
di percossa anteriore, sono anche centri di riflessione. 

2° Quando le forze P, Q sono dello stesso senso, e perciò ciascuna minore della 
forza F, i moti rotatorii che queste forze rappresentano intorno agli assi Q9, P9, 
saranno di senso contrario, negativo 0 di conversione intorno a (6, positivo intorno 
a P9 e maggiore del moto impresso intorno ad E9. Laonde il moto rotator:o del 
corpo, se l’urto si fa col punto P, diverrà più celere, e se I’ urto si fa col punto 
Q, cangerà di senso: in ambedue i casi il moto di traslazione si rallenta, e siffat- 
tamente che quando il moto di rotazione o di conversione riceve la più gran cele- 
rità che possa avere, la velocità del moto di traslazione si riduce alla metà. 

Nella supposizione adunque che le forze P e () siano dello stesso senso, i punti 
P saranno centri di accelerata rotazione, ed i punti Q, centri di conversione. 

Possiamo intanto ritenere in generale che 4’ urto di un corpo contro un ostacolo 
fisso non può render più rapido l’ uno de’ due motz di traslazione e di rotazione 
che a spese dell’ altro. E lo stesso dicasi del cangiamento di senso di ciascuno di 
questi due moti. « Nondimeno è assai notabile, osserva il sig. Poinsot, che un corpo 
perfettamente duro, pel solo fatto del moto che |’ anima, offra ne’ suoi differenti punti 
una certa apparenza di elasticità, in questo senso, che dopo l’ urto si possa vedere 
il centro di gravità del corpo riflettersi in dietro, ovvero precipitarsi innanzi con 
una nuova velocità che può essere non solo eguale ma ben anche superiore a quella 
di prima, quasichè nel punto di contatto esista qualche molla interposta.» La molla 
interposta non è altro che il moto di rotazione che nell’ urto si decompone e si 
cangia in parte in moto di traslazione, 0 viceversa. 


De’ centri di riflessione e di progressione con data velocità. 


22. Nel rivolgimento del corpo intorno ad EG, si è veduto che que’ punti P che 
si muovono in senso retrogrado, ove urtino contro un ostacolo fisso, diventano cen- 
tri di progressione, ossia rendono più celere il moto di traslazione; e che i loro 
punti conjugati Q, i quali si muovono nel senso diretto, divengono urtando centri 
di riflessione, ossia fanno rimbalzare indietro il centro di gravità. 

1° Tra à centri Q di riflessione trovar quelli ne’ quali, per l’ urto, il centro 
di gravità O si riflette con data velocità = nv. 

Si tratta di determinare OQ mediante la data relazione : 


P__FQ_ (Q0+0F)0Q 


nv = —- 


u PQ "PO 0Q)0Q’ 
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la quale, fatto OQ =, si riduce ad 


A (rn CIN 


4 + ef i 


Qui si vede che, supponendosi n > 0, il 2° membro dell’ equazione non può essere 


uguale al 1° senza ammettere che le sue radici reali OQ debbano esser positive e 
minori di f = OF. Le radici di cotesta equazione, ossia dell’ equivalente 


(n+1)o- fo + nef —0, 
espresse da 


_fÆvyf[f — Ann +4) e] 
ee 


manifestano che il più gran valore di n, coefficiente di v, dovendo verificare la con- 
dizione f—4n(n+1)e=0, è 


--ve9] 


e che, ove ciò si verifichi, esisteranno tra O ed F due punti () capaci di produrre, 
nello scontro col punto fisso, la riflessione data = — nv. 
2° Tra à centri P di progressione trovar quelli ne quali, per l'urto , il cen- 
tro di gravità viene spinto innanzi con data velocità nv >. 
La distanza OP si determina mediante la relazione data 
RA ER (PO + OF) PO 
a (PO+00Q, PO’ 
la quale, fatto PO = ©, si riduce a 
wo + fo 
ail re 
ao” + ef 
Supponendosi n > 1, affinchè il 2° membro possa accordarsi col 1°, le radici reali 


PO dell’ equazione debbono risultare evidentemente positive e maggiori di e, ossia 
di EO; ed essendo espresse da 


f= vflf— 4n(n— 1) e] 
HR 2(n— 1) 


J 


fanno palese che il più gran valore che possa darsi al coefficiente n, € 


leve 
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e che, ove ciö si verifichi, questo problema come il precedente ammette due solu- 
zioni. | 

In ambedue i problemi le due soluzioni si riducono ad una sola nel caso della mas- 
sima velocità, ed i risultati coincidong con quelli già trovati. 


De centri di conversione e di più rapida rotazione con data 
velocità angolare. 


23. Se la rotazione del corpo intorno all’ asse E6 si concepisce decomposta nelle 


rotazioni parziali 6 intorno a due assi conjugati PO, Q9, posti entrambi 


Q =P 
PQ’ "PQ 
dalla stessa parte di E0, in tal caso ognuno de’ punti P sarà come si è veduto un 
centro di rotazione più rapida, ed ognuno de’punti () sarà un centro di rotazione 
retrograda o di conversione. 

1° Tra i centri Q di conversione trovar quelli ne’ quali, per l’ urto, la rota- 
zione cangiando di senso si fa con data velocità angolare = — n9. 
La distanza OQ si determina mediante la relazione data 


PE__,(E0 + OP) 0Q 
PQ (PO + 0Q) 0Q’ 


la quale, fatto OQ =o, si riduce a 


no = — 0 


eo ee 

o + ef 

Supponendosi n > 0, affinchè vi sia concordia tra il 1° e il 2° membro, le radici 
reali OQ debbono evidentemente risultare positive e maggiori di f= OF; ed es- 
sendo espresse da 

_e € Ve[e—An (n + 4) f] 


OQ 2n 


manifestano che il più gran valore che possa darsi ad n, coefficiente di 6, è 


Levi 


2° Tra i centri P di più rapida rotazione trovar quelli ne’ quali, per U urto, 
la rotazione si fa con data velocità angolare nd >®. 
La distanza PO si ottiene dalla relazione 


EQ (EO +0Q) OP 


ER (pe Sn at 
REST) = “(PO = 00) OP 
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la quale, fatto PO =, si riduce ad 
| 
wi: + ef 


Supponendosi n >1, affinchè il 2° membro possa riuscire uguale al 1°, le radici 
reali PO dovranno essere positive e minori di e= EO; ed essendo espresse da 


_etVele-4n(n—-1)f] 


PO sn 


fanno manifesto che il più gran valore che possa darsi ad n, è 


level] 


Ciascuno de’ due problemi ammette adunque due soluzioni, le quali si riducono ad 
una sola nel caso della massima velocità. 


Effetti dell'urto di uno qualunque de’ centri di percossa contro 
un punto massiccio, e viceversa. 


24. Chiamo punto massiccio un punto in cui s’intenda concentrata una data 
massa. Girando il corpo intorno all’ asse permanente E9 colla velocità angolare 6, 
due punti conjugati qualunque P, Q si possono riguardare come due punt? mas- 
sicci (17) 

OQ PO 

PO ? “PO 
animati dalle velocità 6.AEP , 9.XEQ, colle quali si muovono nello spazio come se 
fossero affatto liberi ed isolati. Ciò posto, se il corpo venga ad urtare col punto 
Q un punto libero in quiete di massa m = np, la comunicazion del moto si farà 
(secondo la legge ordinaria dell’urto) come se si trattasse dell’ urto tra un punto di 


PONS LE, Vie 
massa FAME dalla velocità 9%EQ, ed un punto di massa ng che è in ri- 


poso. Ne segue che la velocità w di questo punto dopo l’urto sarà 


PO 
PO EN 52EQ.P0.00 
7 PO, (PO nPQ).00 
i ROSI 


Tom. VII. N. 5. 31 
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ossia, ponendo 00 = », 
0X(e + w) ef 
(n+1)ef+nw? 





Lo 


Se qui si fa successivamente » = 0, = OF = f, risulta in corrispondenza 


die die 


Dh 9 u = ——! 


n+4 n + 





e+f 


donde si conchiude che, sebbene il centro di gravita O ed il centro di percossa F 
percuotano colla stessa quantità di moto, = pv, nondimeno la velocità comunicata è 
maggiore nel secondo caso in cui il punto libero è percosso da una massa più pic- 
cola, animata da una velocità più grande. 

Non è bisogno di avvertire che, a quel modo che già si è fatto per I’ urto con- 
tro un punto fisso, si possono cercare quali tra i centri di percossa P, () sono ca- 
paci di trasmettere a un punto massiccio la massima od una data velocità, sia nel 
medesimo, sia nel contrario senso del moto di traslazione del corpo. 

25. Supponiamo adesso che il punto massiccio m = np, animato dalla velocità 
u, venga invece ad urtare il corpo in riposo, secondo una direzione che incontri in 
Q la linea EF de’ centri di percossa, perpendicolarmente al piano degli assi perma- 
menti 0EF. Chiamata w la velocità del punto Q dopo I’ urto, questa velocità dovendo 


1 PO 
esser quella che si trasmetterebbe ad un punto libero in quiete, di massa = any 
urtato dal punto m di velocità u, avrà per espressione 

nuu P 
vH = nu yh. EO aa 


Il moto istantaneo del punto Q, considerato come centro di percossa relativo all’ asse 
permanente PO, rappresenta intorno a quest’ asse un moto di rotazione la cui velo- 
cità angolare 9 si avrà dalla nota relazione | 


g"1PQ =w, 
e per conseguenza sara 
ne nu 
(PO + nPQ)' 
S 


Ponendo OQ=u, e sostituendo PO = 





aie? le due espressioni di.w e di @ di- 
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ventano 
S+ pho 
(n+ 1)S + np ’ 
Aw 
M + DS + ne 


w = nu 


6 = npu 


La velocità v del centro di gravità sarà 


| S 
= 0. = ee 
v PO= nu (+ 1) SP re’ 


e nel punto () esisterà la forza 


PO PO 
= u— w =p 0A = pv = nu (u — w 
Q an) BP Q= gw e ( ) 
eguale a quella del centro di gravità O, ed alla forza perduta dal punto massiccio m. 
Così conosciamo tutte le formole che rappresentano, dopo l’urto, il moto di tra- 
slazione e di rotazione del corpo; ritenendo per altro che dopo I’ urto il punto mas- 
sicio m non rimanga attaccato al corpo per formare un sol tutto con esso. 


COROLLARII. 


Supponiamo che nel punto massiccio m, mentre si conserva costante la quantita 
di moto mu, diminuisca la massa m = nu, ossia n, crescendo nella medesima pro- 
porzione la velocità wu. Considerando |’ espressione di v e di 9 si scopre: 

1° Che, sotto I’ impulso della stessa quantità di moto 


q = np.u, 


il corpo urtato p. prenderà un moto di traslazione (uv) ed un moto di rotazione (S6) 
tanto più rapido quanto più piccola nell’ urtante sarà la massa np e proporzionata- 
mente più grande la velocità w; e che i limiti superiori a cui si accostano v e 6, 
al diminuire di n, sono: 
q ho 
v= - == gq — . 
RB’ es 
2° Che, rimanendo costante tanto la massa m quanto la velocità u del corpo 
urtante, gli effetti dell’ urto saranno diversi secondoché sarà diversa la distanza © 
tra il centro di gravità O ed il punto urtato Q. Se si ha © = 0, cioè se I’ urto 
. è indirizzato precisamente al centro di gravità, il corpo non riceve che un solo moto, 


q 


il moto di traslazione il più grande possibile, = ———. 
piu 8 P ’ TELA 
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Scostandosi la direzione del medesimo urto dal centro di gravità, il moto di tra- 
slazione scema indefinitamente, se non che nasce e vi si accompagna il moto di ro- 
tazione che cresce fino ad un certo segno, al di là del quale diminuisce anch’esso 
indefinitamente. Il punto Q dove il moto di rotazione prende il massimo incremento, 
è separato dal centro di gravità O per la distanza 


me rey Alene 23h 
TES nu , 


ed in questo punto il moto di traslazione si riduce a , cioè alla metà di 


Rs in 
2(n +1) 
ciò che era al centro di gravità sotto l’azione del medesimo urto. 

Che se, mantenendo costante nell’ impulso la quantità di moto (g = nuu), si vo- 
lesse che la forza ( trasmessa al corpo conservasse lo stesso valore al variare della 
distanza OQ, basterebbe assoggettare le variazioni di n e di u alla seguente legge 
di mutua dipendenza : 


n (S + Wo?) = cost. — C 
(1) | 


Sr ui 0° 
C ? 


q 


TERRE Te 
np 24 


in virtù della quale la forza Q avrebbe per espressione 
S 
= a, 
Len ISTC 
Alla costante arbitraria G si può dare evidentemente un valore qualunque positivo. 


4° Che, decomponendo la forza ( in due forze parallele E, F, applicate ai punti 
coniugati fissi E, F, le componenti sono espresse da 


pa'f (f= ©) 
=o lee: ce fa ? 
7 eel EURE S + „fo 


Se facciamo crescere ©, e variare n ed u conforme alla legge (J), la forza F cre- 
scerà senza misura, e potrà produrre, incontrando un ostacolo, una percossa grande 
quanto si vuole. Così l’ effetto di una martellata contro un dato scopo, può rendersi 
più grande mediante una opportuna interposizione di un corpo tra lo ‘scopo ed il 
martello 
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Formole che rappresentano le proprietà dinamiche de’ centri di percossa 
in funzione delle loro coordinate. 


26. Per le formole stabilite da principio, ove sia data la direzione {mn di un 
asse permanente E9, la sua distanza dal centro di gravità O, ed il moto istantaneo 
di rotazione (9dt) intorno al medesimo, tutto il resto rimane determinato. Cosi il cen- 
tro di percossa F si ha dalle coordinate 


[N cos (yv) — M cos (2v)], 


HIS 


UN 


b=[Lcos (zu) — N cos (xv)], 


ete 


c= [M cos (xv) — L cos (yv) |; 


ed il piano degli assi permanenti dall’equazione 
(Mn — Nm) x + (NI — Ln) y + (Lm— Ml) z= 0, 
essendo , 
L=Al—C'm—Bn, M=Bm—A'n—Cl, N= Cn— BI — Am. 
Questo piano, segando l’ellissoide centrale 
Ax°+ By’+ C2°+ 2 (A'yz + Bzx + C'xy) = cost. 


vi segnerà un’ ellisse, che diremo ellisse centrale rispetto al detto piano. 

Essendo in nostro arbitrio la scelta degli assi rettangoli Ox, Oy, Oz, prenderemo 
per Ox, Oy gli assi principali dell’ ellisse centrale, i quali hanno la proprietà di sod- 
disfare alla condizione 


Cio} cyde 0, 


ed in questa ipotesi cercheremo le formole che ci occorrono. L’ equazione dell’ ellisse 

centrale sarà ciò che diventa I’ equazione dell’ ellissoide ponendovi 2 = 0, C' = 0, 
, . . à AB pe “ 

e l’arbitraria cost.= — , vale a dire sara 


m 


Ax + By = db 
= 


L’asse Oz, perpendicolare in O al piano degli assi permanenti, avrà la direzione Ov 
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del moto di traslazione. Ma la linea Ov essendo, in forza delle premesse, perpendi- 
colare alle direzioni mn, LMN delle due rette 09, OG, assi della rotazione 8 e 
della coppia risultante G0, si avrà necessariamente n= 0, N= 0. Ora N= 0 si 
riduce al’ equazione = i DEL 


Am+Bl=0, 


che serve a determinare la direzione /m degli assi permanenti che appartengono al 
piano ay. | 
Per questa scelta degli assi Ox, Oy, Oz, l’espressioni di L, M,-G, S si riducono a 


pros AI | (2 A+ B’m?, 
M = Bm, S = AP+ Bm’. 


L’equazione La + My = 0, che rappresenta la linea de’ centri di percossa EF, 
conjugata alla direzione Im di 09, diviene 


Alz + Bmy = 0; 
donde 
Loe NO 4 
— By Ax y(A’a®+ By) 


e sì ottiene espresso in x, y il rapporto : 


G° A+ B°m? AB (a% y’) 
S : AP+Bm? ~~ Aa?+ By?’ 
che deve sussistere dovunque si prenda il punto xy sulla linea EF. Se supponiamo 
che questo punto segni sopra EF l’estremitä di un semidiametro R dell’ ellisse cen- 
trale » (Ax° + By’) = AB, cosicchè risulti R*= x°+ y”, il rapporto precedente di- 
verrà = uR?. Ciò posto, la legge 
(à 
»EO.OF = uP0.00Q = S 


onde sono conjugati a due a due i centri di percossa (15), acquista la forma tutta 
geometrica 


EO. OF = P0.0Q = R’. 


27. Supponiamo in secondo luogo che xy dinoti un punto qualunque Q di EF, 
ed x,y, il punto P conjugato a (). Sara 


ODE ey, — Cal. 
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Di qui, se si pone mente a 


OP. P0.00: —@ .° —AB 
000 00° pSis.00° „(Ax®+ Ba?) ’ 
si raccolgono le seguenti relazioni de’ punti conjugati 
7 nn Aude AB 
j Te u (Ax? A By?) ’ Ye y 


p (Aa? + By)’ 
» (Ax,æ + By,y) + AB — 0 ; 
(3 Bao IATA. EM 

) AB se + By) se By) + AB’ 


nelle quali è lecito di alternare le lettere æ, y, Q colle lettere x,, y,, P 


Quando il punto Q, xy, coincide col punto F, ab, e per conseguente il punto P 
col punto E, si avrà 


f OF u(Aa’+ Bb) 


28. L’espressioni delle coordinate a, b del centro di percossa F, che si sono ri- 
portate qui sopra, si mutano nelle 


6 6 
CE NE — m Bm, 
0 0 
b=pL=;Al, 


le quali possono servire a darci le componenti L.0, M.9 della coppia che nasce dal 
trasportare la forza F dal punto ab al centro di gravità O 


Alo= Fb, Bm = — Ka, 


non che i valori della rotazione 9 e della direzione Im del suo asse 


Ar 20? >); Fb Mi a 


29. Ora è facile trovare l’espressioni delle velocità e delle forze de’ punti con- 
jugati. Sia zy un punto di un asse permanente qualunque H9 che incontri in H la 
linea EF. La velocità U del punto xy si comporrà evidentemente delle du 


sg 
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velocità 
v=-; u = 0.0H.sen (6f) 
fl 
dovute al moto di traslazione di O, ed al moto simultaneo di rotazione intorno 
ad 09. Dalla geometria analitica si ha 


OH sen (of) = ly — ma. 


“ae A Fb Fa 
Se in u = (ly — mx) 9 sostituiamo ae ein) otterremo 


F 
u= AB (Aaz a Bly). 
E poichè U=v-+ 0, sarà 


F 
U= plu (Aaw + Boy) + AB]. 


L’asse E9, per ogni punto del quale U = 0, avrà per ‘equazione 
e. (Aax + Bby) + AB = 0, 


la quale servirà in generale a far conoscere un asse permanente di cui sia dato il 

centro di percossa (a, b). 
30. Se il corpo animato dalla coppia GO = ris (L, M) 6, non ha che un puro 
moto di rotazione intorno ad 09, la velocità U sarà ciò che diviene u=(ly—mx)0 
L 


quando vi si fa Sr. m= 


, sara cioè 


A 
B 


U LBy — MA). 


= 0 
31. Denotando per U, U, le velocità de’ punti conjugati Q, P, ossia de’ punti 
xy, £,y,, le loro forze (17) 
PO 
Q è U.p PQ ’ 
ove siano espresse in funzione di &, y, diventano 
= FF (Aax + Bby) + AB 
e (Ax? + Ba?) + AB’ 


iti 
Q Term , 
Q 


p_ pelle — +By(y—0D)]. 
e (Ax°+ By’) + AB i 
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e nel caso che il corpo sia animato dalla sola coppia G.0, 


LBy— MAz 
p (Az + By) + AB 





Q = pd R. 

L’equazioni precedenti contengono la soluzione della questione: Essendo dato un 
piano di assi permanenti, e con esso l’ ellisse centrale che gli corrisponde, presi 
per assi coordinati Ox, Oy gli assi principali di quest’ellisse, trovare le formole ana- 
litiche che riguardano le proprietà geometriche e dinamiche de’ centri di percossa. 
Nell’ articolo seguente si applicheranno queste formole ai punti de’ piani principali 
relativi al centro di gravità, e per questa via diretta si ritroveranno i risultati di 
Poinsot su tale argomento. 


Proprietà geometriche e dinamiche de’ piani principali 
relativi al centro di gravità. 


32. Ritenendo che l'equazione  (Ax°+ By?) = AB rappresenti I’ ellisse centrale 
di uno qualunque de’ tre piani principali relativi al centro di gravità, l'equazione 
A'm + Bl = 0 4 


destinata a determinare la direzione Im degli assi permanenti che appartengono a 
questo piano xOy, si riduce ad una pura identità, per la proprietà caratteristica che 
hanno gli assi principali di rendere = 0, B'= 0, C'=0. 

Ne segue che, nel detto piano principale, ogni. retta La + My = 0 che passi pel 
centro di gravità O si può riguardare come una linea de’ centri di percossa, con- 
jugata ad una serie di assi permanenti paralleli tra loro, aventi la direzione (lm): 


(==, mM == è 


A B 
Similmente, una retta qualunque dello stesso piano 
an + By +y=0 
si può riguardare come un asse permanente 
e (Aax + Bby) + AB= 0 


che ha il suo centro di percossa nel punto (a, b) determinato dalla doppia propor- 
zione 


Tom. VII. N. 5. 32 
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e la sua direzione Im determinata da 
al+fm= 0; 


con che si farà pur nota la corrispondente linea de’ centri di percossa, Alx + Bmy = 0. 
Ad ogni punto Q, (ay), del piano corrisponderà un punto coniugato P, (x,y,); € 
la legge onde i due punti P, Q sono conjugati tra loro sarà espressa da 


PO.0Q = R?, 


dove R è il semi-diametro che nell’ ellisse centrale ha la direzione: di PQ, e che 
per conseguenza varia di grandezza con questa direzione. Tra i punti P, Q avranno 
luogo le relazioni (1), (2), (3) trovate superiormente. 

33. Sia data una retta qualunque 


(E0) p(Aaé + Bon) + AB = 0 


avente il centro di percossa (a, b) nel punto F. Le lettere È, n dinotano le coor- 

dinate del punto corrente sulla retta E9. Consideriamo in questa linea E9 più punti 
(a', b'), (a', b") ete. 

| Gli assi spontanei che hanno i centri di percossa in questi punti saranno dati 

dall’ equazioni 


p (Aaë + Bb) +AB=0,  p(Aa't+ Bb») +AB=0, 


tutte verificate dal centro di percossa (a, b) della linea E9. Dunque: 

1° Gli assi che hanno à centri di percossa sopra una retta, passano tutti per 
un medesimo punto, pel punto che è il centro di percossa di questa retta; 

2° Un asse che abbia il centro di percossa nella intersezione di due o più 
rette, dovrà passare per i centri di percossa di queste rette; 

3° Viceversa: Ogni retta che passi pel centro di percossa di un asse, avrà il 
suo centro di percossa su quest’ asse. 


34. Dato, intorno alla retta arbitraria 
(E) pm (Aaë + Bbr) + AB = 0, 
il moto rotatorio (9dt) rappresentato dalla forza F del centro di percossa (a, b), tro- 


vare di qual percussione Q sarebbe capace un punto qualunque (x,y) del piano 
principale xOy. 


v 


Sia M il centro di percossa relativo alla retta FQ: 
questo punto M dee cadere sull’ asse E9. L’asse perma- 
nente che ha il centro nel punto Q od xy, passerà per 
M, e sarà 


(MQ) 2 (Awé + Byn) + AB=0. 
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Questa retta sia incontrata nel punto (a', 5°) , che noto per Q’, da FQ. L’ asse che 

ha il centro di percossa nel punto Q',(a'b), intersezione delle due linee FQ, MQ, 
sarà la retta MQ che unisce i centri di percossa M, Q di tali rette, e si avrà 


(MQ) e(Aa'x + Bb'y) + AB= 0. 


Ciò posto, la forza F che nel punto (a, b) rappresenta il moto rotatorio del corpo 
intorno ad MES, s’ immagini decomposta in due forze parallele Q, Q' applicate ai 
punti (x, y), (a', d') 

pie pF 

QQ” "oo 


le quali rappresenteranno due moti rotatorii parziali intorno ad MQ', MQ, equiva- 
lenti al moto totale intorno ad ME9. Ne segue- che, ove la forza Q sia distrutta nel- 
l’incontro di un ostacolo o punto fisso, resterà nel corpo la forza Q', che rappre- 
senta un puro moto di rotazione intorno alla retta MQ passante pel punto fisso Q. 
Il problema sarà quindi risoluto, tostochè siano determinate le due forze Q, Q in 
funzione delle coordinate x, y del punto Q. 

Per la teoria delle forze parallele si hanno le 


Q= Q'= 


=0+0Q, Fa=Qx+0Qa, Fo=Qy+ 0b, 
alle quali conviene aggiungere la (MQ), ossia 
e (Aa'x + Bb'y) + AB = 0. 
Se in questa moltiplicata per Q, si sostituisce 


Va = Fa — Qx, QD = Fb —Qy , Q'=—F—Q 
si ottiene . 
DE p. (Aax + Boy) + AB 
u (Aa? By?) + AB” 
e quindi Q', = F— Q, sarà 
Q— pelAe( (e —a) + By(y —b)] 
e (Ax°+ By°) + AB 


Questa forza Q’, trasportata dal punto (a', b') nel centro di gravità O, darà una cop- 
pia composta delle due (28) 


Al.g = QU = Fb—Qy, Bm.@ = — Qa' = — (Fa— Qx), 


* 


- 
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dalle quali si trae 
‚_ pet (ba — ay) — B (y —b) y pey (be — ay) + À (x — a) 


a e(Ax°+ By) HAB ° Fe p(Ax°+ By’) + AB” 


e così, dopo l’urto, conosceremo con qual velocità angolare 6' il corpo tenderà a gi- 
rare intorno alla retta MQ avente la direzione Im. 

35. Trovare ciò che diventano le formole precedenti quando il corpo non è 
animato che da una sola coppia G.0= ris. (L, M) 0. 

Il piano della coppia, perpendicolare al piano xOy, è dato dall’ equazione Le+My=0, 
la quale si può anche riguardare come rappresentante la linea de’ centri di per- 
cossa EF. La direzione di questa linea, siccome perpendicolare ad OG, è espressa da 

cos (af) = = à sen (xf) = È, 
Ritenendo che al punto Q (x, y), considerato come centro di percossa, corrisponda 
Passe MQ,, si conduca per Q parallelamente ad EF la linea QQ, (fig. 4) fino ad 
incontrare in Q, (a,, 6,) la retta MQ,. Supposto M il centro di percossa della retta 
QQ,, la MQ sarà l’asse che ha il centro di percossa nel punto Q,, e si avrà 


(MQ) p (Aa,x + Bb,y) + AB = 0. 


Ciò stabilito, si concepisca la coppia G.0 trasportata parallelamente a sè stessa, e 
rappresentata da due forze Q, —Q, applicate ai punti Q, Q,. Rispetto ai moti di 
rotazione intorno alle rette MQ,, MQ, rappresentati dalle due forze Q, — Q,, si po- 
trà ripetere ciò che si è detto qui sopra. Fatto Q,Q =, avremo 


G.6=Q.h, heos(xf) — x — a,, hsen (xf) = y — b, 

onde | 

Lo = 69 sen (af) — Q (y — b,), 

M9 = — Ga cos (af) = — Q (x — a); 
e conseguentemente 

Qa,= Qx + M, Qb, = Qy — Lo. 
Sostituendo questi valori nella (MQ) 
e (Aa,æ + Bby,) + AB = 0 

moltiplicata per Q, otterremo primieramente 


LBy — MA 
e (LBy VENE 


em SER 
er VS TEEN 
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e poscia, distrutta per l’urto la forza Q, si avrà la rotazione 9, intorno ad MQ tra- 
sportando la Q,= — Q dal punto Q, (a,; d,) al punto O, e si otterrà 


Al6, = — Qb,= Lo — Qy, Bmé, = Qa, =W + Qx, 
donde | 
e (La + My) x + BL ini gii Wha My) y FAM 


ENDETE ff (lage My) 
AD (ASE By) + AB » (Ax°+ By?) + AB 


36. Si è veduto che qualunque sia il punto Q od (x,y) del piano: principale, 
a questo punto corrisponde sempre un punto coniugato P (x,, y,). Richiamando Se 


spressioni in x, y tanto della velocità U del punto Q, quanto del tapporto a 
si scopre che la formola or trovata in x, y per la forza Q, & precisamente quella 
ER... P : 
che esprime il prodotto U. ung: Dunque il valore della forza () è pure espresso 
PO 
da Q == U.p PO 
Per la medesima ragione, se U, è la velocità del punto P, la forza di questo 


OQ o, ! à 
eg ; e, ciò che è notabile, se questa forza si espri- 
me in funzione di x, y, la sua espressione è identica a quella della forza Q’. Le 
forze P e Q' sono adunque uguali tra loro in grandezza, benchè siano forze di punti 
diversi (2, y,), (a', d'), e rappresentanti di moti rotatorii diversi intorno ad assi che 
s' incrociano nel punto Q. 

Le formole 


punto avrà per misura P = U 


PO ac ADI 
Q= Up 5G ° ito 


esprimono la seguente proprietà generale de’ piani principali relativi al centro di 
gravità. 

Quando un corpo gira sopra una retta situata ad arbitrio in uno de’ piani 
principali d’ inerzia, se si vuole conoscere di qual percussione sia capace un punto 
qualunque Q di questo piano, basta determinare il punto P conjugato a Q: à due 
punti conjugati percuoteranno come due punti massicci che si fossero spartita tra 
loro la massa intera del corpo in ragione inversa delle loro distanze al centro 
di gravità. 

Ne’ piani non principali, questa proprietà non sussiste che pe’ soli punti conte- 
nuti nella linea de’ centri di percossa, e nella sola ipotesi che la rotazione avvenga 
intorno ad uno degli assi permanenti di esso piano. 
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37. Trovare, in un dato piano principale, él luogo de’ punti capaci di una data 
percussione () = nF. 

L'equazione in x, y del valore di Q, facendovi Q = nF, diventa 


RT ax by 
(+) (5 +) — (n — 1), 
e rappresenta un’ellisse simile all’ ellisse centrale. Se l’origine delle coordinate si 
trasporta nel centro di questa ellisse, ponendo 


a 
La È — on ’ s=n-+ on’ 
2 2 
e se si richiama il rapporto Ca cotesta equazione si muta nella 
GIE n° f 
.(\<-+—-)=-— — 1). 
e (+3) a 4n (n ) 


Affinchè questa ellisse riesca reale, si richiede evidentemente che il massimo valore 
del prodotto An (n — 1) non ecceda £. Ne segue che i più grandi valori di n debbono 
ricavarsi dall’ equazione £ — An (n— 1) = 0, e sono 


mb), 


Questi valori corrispondono alle coordinate £ — 0, n — 0 , e per conseguenza ad 


men Bid et) 
~ on’ 1 on? 


che determinano due punti sulla linea EF de’ centri di percossa. Dunque : 

In un piano principale, à punti capaci della massima percussione si trovano 
sulla linea de’ centri di percossa, relativa all’ asse spontaneo di rotazione E0, come 
ne piani non principali. 

Se il corpo non avesse che un puro moto di traslazione , vale a dire se fosse 
a—0,b— 0, (cid che rende £= 0), risulterebbe 


x 


mx) A, ed n— 1 


cioè la percussione di cui sarebbe capace un punto qualunque, riuscirebbe sempre 
inferiore a quella del centro di gravità. 

La stessa ricerca può farsi quando il corpo è animato da una sola coppia G9, 
e si arriva a conclusioni simili. 

38. Siccome in un piano principale ad ogni retta corrisponde un centro di per- 
cossa, e viceversa, così ad una curva considerata come inviluppo di rette corrisponde 
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un’altra curva, luogo de” centri di percossa di tali rette. In queste due curve, che 
diremo correlative, le tangenti sono coniugate a due a due per modo che il punto 
di contatto dell’ una è centro di percossa dell’ altra. Infatti nell’ una delle due curve, 
l’ intersezione di due tangenti che tendono a confondersi in una sola, deve essere il 
centro di percossa di un asse il quale, nell’ altra curva, passi pe’ centri di percossa 
di tali tangenti, ossia- per due punti di questa curva che tendono a riunirsi in un 
punto solo. Passando ai limiti, si hanno in sostanza due tangenti correlative nelle 
quali il punto di contatto dell'una è il centro di percossa dell’ altra. 

39. Data l’equazione di una delle due curve correlative, per passare a quella 

dell’altra giova rendere omogenee le coordinate cartesiane,. scrivendo (= 4), (3 :) 

2 2] \E.5 

sotto la condizione di fare negli ultimi risultati 2°= 1, {= 1. Per questa conven- 
zione si potranno scrivere sotto la forma seguente 


si 


rt 2 ren x Js 2 ee 
at + fn+ 76 = 0, Ba a CI EE 


le due equazioni 
ak + fn+y=0, pw (Axt + By) + AB=0 


che servono a collegare una retta «By col suo centro di percossa xyz. Cosi dato il 


centro di percossa xyz, la retta aßy che gli corrisponde è 


x 2 
e viceversa, data la retta aßy, il centro di percossa xyz che le corrisponde è 
ED ER UA, Buy: 


Laonde, se i punti successivi di una linea © (x, y, 2,) = 0, si riguardano come 
centri di percossa di altrettante rette 457, queste rette invilupperanno un’ altra linea, 
la cui equazione in coordinate «,,y di rette sarà 9 (Ba, AB, py) = 0. 

Si sa dall’altra parte (Memoria sui sistemi semplici delle coordinate, inserita 
nel vol. III serie II delle Memorie delle Scienze dell’ Istituto di Bologna, an. 1863) 
che in una linea f(x, 87) = 0 riguardata come inviluppo di rette, data una retta 
tangente «By, il punto di contatto xyz in coordinate di punti è 

d d d 
= aE y al 9 Z Zube 
Pde dß dy 
a quel modo medesimo che in una linea © (E, n, €) = 0 riguardata come luogo di 
punti, dato il punto di contatto Ënë, la tangente «Sy in coordinate di rette è 
| ER: _.d | 
~ de’ ner 


~ x 


a 
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Con questi principii, data in un piano principale I’ equazione di una delle due 
eurve correlative, sia come inviluppo di assi, sia come luogo de’ centri di percossa, 
si troverà nel modo più diretto I’ SARE dell’ altra. Per Rs eS sia data in 
eoordinate di - punti l'ellisse © 

al + bn cé = 0. 


La tangente «By nel punto Eng è 


| ma, B=bn, ya—c. 
Il centro di. percossa xyz corrispondente a questa tangente, si avrà da 
x y AE 
— — 0 cl — bn - == — CC. 
B Sh A 9 be 
Se nell’ equazione della curva si sostituisce 
% y 
È =, n= 373 =; 
ab b cp 
avremo la nuova ellisse 
x y 22 
+0 
aB’ : BA” cu 


correlativa della prima, vale a dire, in queste due ous le tangenti sono coniugale 

a due a due per modo À il punto di contatto dell’ una è centro di percossa dell’altra. 

SUN = A Ente le due ellissi si confondono con quella 

: A ne 

che si è chiamata I’ ellisse centrale. Nell’ ellisse centrale unire una tangente ha il 

centro di percossa all’ estremità del diametro che passa pel punto di contatto. 
Similmente data la parabola 


Se si prende a = 


n 2 pee = 0, 
2 y a 
t —— ta en = -- me 
sostituendo È 7 PR À C pB 


si avrà la nuova parabola 


2 


x A 
Y a re, 0, 


correlativa della prima. Se si fa p = le due parabole coincidono in una sola, 


A 
vB 
la quale possiede la proprietà che le tangenti di un ramo hanno il centro di per- 
cossa sull’altro ramo. 


SIRIO 


— 
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RECHERCHES SUR LES EQUATIONS 
| DU CINQUIÈME DEGRÉ 


Par MICHAEL ROBERTS. 


? 


J ai publie dans quelques Mémoires inseres dans le « Quarterly Iournal of Ma- 
thematics » un examen des proprietes principales des fonctions fondamentales des 
differences des racines d'une équation du cinquième degré, quand ces fonctions sont 
exprimées par les coefficients de l’équation. Dans l’article actuel je me propose de 
les considérer sous un autre rapport, savoir, quand on les regarde comme dépen- 
dant immédiatement des racines elles-mêmes. Ces deux manières de les envisager 
sont nécessaires pour avoir une connaissance parfaite du sujet dont il s’agit, et 
nous conduisent aux résultats qu'il serait pénible de trouver par d’autres moyens. 
Si a, ß, y, 9 sont les racines de l'équation 


Ay + AA? + 60,X°+ 443% + a, = 0 
on sait qu'on a 
a? Ka — B)*(y — 8)’+ (a — 7) (8 — 9) + (a — d)°(B — 7)°} = 24(a04; — 40,43 + 345) , 
a3 (a—y)(B—0)+(a—0)(B-7)? x H(e-L)(7-0) + (a-d(7-0)} x }(a-B)(0-7)+(a—-7) (0-8)? 
= — 432(4,4,1, + 20,4,43 — aa; — Aid, — As). 
Je vais maintenant chercher des résultats semblables pour l’équation du cinquième 
degre i 
AX? + 54 ,%*+ 100, + 1003%”+ 54, + A5 = 0 


Tom. VII. N. 6. 39 
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et d’abord je rappelerai le tableau suivant de fonctions des differences des racines 
de cette équation, qui se trouve dans mes anciens Mémoires, 
H=a} -a,a,, I=a,a, - 4a,az +3a}, J= 404,0, + 24,4,43 — aa; — a) Ay-a, , 
K =4la,a, — 4(4,43 + 3a})(a,az; — 40,0; + 343) — (aa; — 3a,a, + 24,43) 
L = as(a}-a sa 5) +30 4 ‚(aa 5-asa ,)+4a,a,(a}—a,a,)+2a}(a—a,a;)+5aja,ay+ 3a5-84,4543; 
R = 12afa ,aza; + 15424 ,a ja? — 10aTa?a, + Wa,a,a, — 8444345 — 304,4 430, 
+ 20,4,434? — 64 ,A3A5 — 10454? + 24454345 + 15030, — 1449450] — 64 A ja ÿ 
+ AA A.A js + 2244 4244, + 2ajazazaz; — aîaî + CAES — aya,a; — VA y , 
T = (a,a,a; — aa, — alas + a,a, + a,a,a, — aÿas) 
—3(404,4; +24 4 ,03— 4 ,4}-aîay-d3)(10434:-a4î-4,0,45+4,434;+454;-@,45) - 
‘outes ces fonctions sont liées par les équations suivantes 
a R= 2 — 9J? — 2:IL- HK, aol = RH + (3L — [?)J 
L? =4HT + K(HI + a,J) + I(123?+ 2IL - P). 
Si a, ß, y, 9, e sont les racines de l’équation dont il s’agit, posons 
I= (~7)0 = 9+ (B- 3 — + (8 — ly - 9)° 
) (a — 3)" = + (a — (7 — 0) 
I3= (x — B)°(d — £)?+ (a— 0)?(B— €)'+ (a — &)*( 
L= (a — B)°(y — ¢)?4, (a — 7)(B — «+ (a — €)°(8 — 9)? 
0)?+ (a — y)?(B — d)'+ (a — ) 


) 
L= {a - y)’(@ — e)?+ 


et l’on trouve facilement la relation suivante 


aî(I,+I,+ I3+ I,+ Is) = 2001 (4) 
Posons encore 
J = (8-9) (7-2) +(8-2)(7-9) | X {(B-M)(0—)+(B_e)(0-y)} x 4 (B-7)le—-2)+(B—-2)(e-7) § 
J =} (%-9)(y—€)+(a-€)(y-0) § x À (a-7)(9—-€)+(a—-€)(9-7) | X {(a-p)(e-d)+a-d)(e-7)} 
Jai (a2) (B-2)+(a-2)(B-8)} X 4 (a-F)(I—€)+(a-€)(0-B)}_ x HaB)e-9)+(@-0)(e-B) | 
J y= \(a-7)(B-2)+(a-£)(B-7)} X À (2-B)(y “ies BY} x Y(x-B)(e-y)+(2—-y)(e-8) § 
J 5=}(a-7)(B-0)+(a-9)(B-y)} X }(a-B)(y-0)+(a-9)(y-B)} x À (o—8)(0-y)+(0-7)(0-8) à 
et lon a | 
ay(Jı+ J,+ J3+ Jy+ J5) = — 60007 (2) ae 


Partageons maintenant les racines a, 6, y, 0, e en cing groupes contenant chacun 
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quatre racines distinctes; en ne considérant que le groupe (8, y, © , e) formons 
avec ces racines et la racine qui reste (a) un terme (a— ß)’(@ — y)?(d — e)? : il est 
clair que six tels termes existent, dont la somme en designant par N, on peut écrire 

N,= 
(a — B)?(a — p)?(d — €) + (a — B)?(a — 0)?(y — e)?)+ (a — B)’(a — e)*(y — 8)’ 
+ (a ya — d)°(B— e)?+ (a— y)?(« — e)*(B — d)°+ (a— (a — e)(B- 7)? 
En traitant successivement d’une manière semblable les autres groupes , on peut 


former les fonctions N, , N3 , N, , Ns, qui en vertu de la loi de leur formation 
deviennent 


NES 
(8 — a)?(B — p)?(d — €)?+ (B — a)?(ß — d)°(y = e)?+ (6 — a)’(B — «)*(y — 9)? 
LE (B- y)(6 - dy (a-«)'+ (B- y) (8 — (a — d)"+ (B — 0)?(B — &)”(a — y) 
NE 
(y — a)°(y — BE — e)?+ (y — a)°(7 — 9) (8B — + (y — 2)°(7 — €) (B — OY 
+ (y — By = (a — + (y — BY" — e)°(a — 9)? (y = d)°(y — e) (x — B)° 


(d — a)?(3 — B}(y — «)?+ (0 — a)?(d — 7)(8 — e)'+ (9 — a)°(0 — a)°(6 — y} 
ak (0-7) 0) 6)? 


chi 
— 
a 
| 
— 
D 
— 
Gs 
| 
= 
~— 
NS 
— 
R 
I 
Si 
vw 
+ 
x 
© 
| 
TD 
SS 
b 
— 
os 
J 
mn 
— 
bo 
mn, 


N, = 
(e — a)?(e — B){y — dŸ+(e— a) (e— 7)°(6 — 0)’+ (e — @)?(e — d)(B —-y) 
+ (e —B)%(e— y}(x -8)*+ (e — B)(e — dx — 7) + (e — (e — 9) (2 - By. 
Les quantités N, , N,, &c. sont requises pour déterminer la manière dont la fon- 
ction R s'exprime par les racines a, ß, ß, 9, e. Cette fonction est unique: c’est— 
a—dire c'est la seule fonction, des différences des racines qui est du cinquième degré 
par rapport aux coefficients, et du douzième degré par rapport aux racines : tan- 
dis que le nombre des fonctions des différences des racines, du sixième degré par 
rapport aux coefficients et du douzième degré par rapport aux racines est indefini. 
Ces dernières sont toutes représentées par la formule 


OHK + gIL + YP + yJ°, 
9,9, 4, x étant des facteurs numériques quelconques. Or trouve donc 
a(JıN, + JaN, + J3N3 + JN, + J;N,) =—2X10°R. 


Aes 8 . È . pe rf 
R est l'origine du covariant linéaire et si nous désignons par Rx + Ry ce cova- 
riant, on a 


260 ANNALI DI MATEMATICA 
ala), N, + 6J.N, + yJ3N3 + 0J,N, + eI5;N;) = 2X 10°R’. 
Si «=(, on trouve 
ad(a-y) (ad) (ac)? (ay) (22) + (0e) (y—d) + (00) (y) (y 0) (y) (8-2)? } = — 20000R. 
Si c=6, y=2@ alors 
ar — 7)°(y — ¢)?(a— «)?=—10000R , adcla — 7)8(y — e)°(a — e)'= 10000R' , 


en sorte que si l’équation donnée a deux racines doubles, la racine simple (e) a 
I > 


R 
pour valeur ni 


Quant a la fonction L je trouve la formule suivante 


1000(17— 3L) = 


(a — By — 0)?(y — e)°(0 — e)'+(a— 7) (8B — d)°(B— (0 — €) 

+ (a — dB — BR - ey — + (a — EB —9) (8 = dl — di 

aix À +(8-y°(a—0d)a-e)(0- + (B- da - (e - €) (y — E) 
+ (8 — e)la— y)?(a — 0)"(y — dY°+ (y — da — BY'(a — €) (B — e) 

+ (y — €) (x - B)?(a — d)°(B— d)°+ (0 — e)°(a — B)°(2-7)?(B— y) 


Si Ix°+ al'ay + I"y® est le covariant dont l’origine est la fonction I, on sait qu’on a 
eh = q 


K = 4(IL"— 1°) | 
K étant l'invariant du quatrième degré par rapport aux coefficients. Mais, en ayant 
égard à l'équation (1) on trouve 
2001 = ara, + BI, + y13+01,; +¢ 15) (2) 
2001 "= — a3(e°1,+ B71, + 7713 + Ol, + 7s) 7 
en sorte qu'on a 1 
104K = 
e (x — BYI,I,+ (a — Y’I,Iz+ (a— DVI ryt (a — e) T,I,+ (6 - y) LB 
x 
do — (B — 0) L1,+ (6 — e) Ia + (7 = ö)” [314+ (7 — e) Iak+ (0 — e) I, ar 
d'où, en exécutant les multiplications indiquées on tire 


10'K = ai (sP + 30) 
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a 
(a — Ba — y) (B— )°(0 — €)! + (a — Br — d)°(B — d)°(y — e) 
+ (a — B)'(a — «)°(B — «)"(y — 0)4 + (a — y} (a — e)°(y — E)’(B - à) 
+ (a = 8a — ed — e)(6 —7)+ + (6 — y)(B — (4 — (a - dI 
+ (B —0)"(B - 0 — ela — Y)* + (y — 9Ÿ{y — e)°( — &)'(a— P)* 
+ (x — y} (a — 0)(y — dB — e)* + (B — y) (B — 2) {y — fa — I 


Le théorie des invariants des formes binaires du cinquième degré nous fait voir 
que les quantités P et Q sont identiques, ce qui peut se démontrer aussi en nous 
appuyant sur la seule théorie des formes du quatrième degré : pour cela nous po- 
serons «&-ß=1, a-y=m, a-d=n, @a-e=p: l'expression P peut donc s’écrire 


!’m’(n -p)” | (I-n )’(m-p)’+ (I- p)’(m- n)’} + U’n’(m- p)" | (l-m)’(n -p)+({-p}(n-n) 

+ U p’(m-n)” \(l-m)’(n —p)’+ (I- n)’(m- py} +m’n’(l — py’ \(l-m)’(n -pY+(l-n)(m-p 

+m° p’(l —n){{l-p )’(m-n)’+ (I-m)’(n — py} + nÄp”(l m)” } (l— n)’(m-p)’+(l-p)’(m-n)’ 
ou, en mettant F = (l- n)’(m — p)’+ (l - p)’(m — n)’+ (1 - m)*(n - p\, 


u 
is) 
m nn nn 


2 


F | 2’m’(n — py + Pn°(m = p)’+ lp°(m — n)’+ mîn°(l — p)’+ m°p°(l- n)'+ n°p°(l-m)°{ 
— P’m’(l - m)’(n — p)'- ln - n)’(m-p)' 1 


2 2 


pl - p)(m — n) 
— m’n’(m —n) (1 — pi m’p’(m — p)’(l — n)* - n’p’(n- py (l-m)*, 
Maintenant si 7, m, n, p sont les racines de l’équation 
Act! + 4A,0 + 6A,t?+ 4A3t+A,=0 
on a 
A;F =24(A, A, — 4A, A3 + 3A3) 
et puisqu'on a 
A? AT — m)’+ (l— n)’+ (2 — p)'+ (m —-n) + (m —p\+(n-p\}= 4(Ai- À, À.) 
on tire i 
A:(!’m’(n-p)’+I’n’(m-p)’+Fp*(m-n)"+m’n’(I-p)’+m’p*(I-n)’+np’(l-m)'}=4s(A;—A,A,). 
On a aussı | 
AZ - m){n — p)' = 
96}4(Ay — A,A.)(A,A,—4A,A3 + 3A?)- 3A (AA, A, + 2A,A,A3—A Ar-AJA,— AD) 
d’où 
AUS 2m (l — m)’(n — p)* = 
9654(A? — ALA (A AG AAA a _ È „A,A,+ 2A,A,Az-A Ar-AFA,—A5)t 
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d'où finalement 
AUDE 
96}8(A5—-A,A,)(A,A, —4A,A3 + 3A?) + 3A,(A,A, + 2A,A,A3 — A,AJ-APA, AB). 
Maintenant quand on exprime Q par les quantités /, m,n, p on trouve 
Q = 
Pm’(l- m){n — p)* + Pn’(l -n){(m — p)'+ l'p°(l - p)’(m - n)*+ m°n°(m — n)’(l -p)" 
+ m’p’(m — p)*(l — n)'+ n’p”(n - py (l — m)! +1!(m — n)’(m = p)’(n — py 
+ mi = nf = pin - pi nl = m)’ - p)’(m = pY pie mt  n)*m — n); 
et puisqu’on a 
At $= m) = n) Gn = n) = 

1925 (aA? — A,A,)(A,A, — 4A,A3 + 3A5) + 3A (A A,A, + 2A,A,A3 — À AS — ATA, A)} 

on deduit 
ALY pil - m}{l-n){m-n) = 

19252(A? — A ,A,)(A A; — 4A,A3 + 3A5) + 3A,(A,A,A, + 2A,A,A3— AA? — AfA;— À;)} 

d’ou vient | 
A, Q= 

96§8(A2—A,A,)(A,Ag— 4A,A3 + 3A) + 3A,(A,A,A, + 2A,A,A3— A.A, —ATA, — A3)}> 

expression identique avec celle deja trouvée pour P. On a donc 
a; P =ai Q= 1080 K. 


Si Jxÿ+ 3J'x°y + 3J'xy"+ J'y est le covariant dont l’origine est la fonction J, 
nous trouvons en vertu de l'équation (2) ’ 


6000J = ai(x J, +BJ,+yJ3+ 0 J;+eJ;) 
(4) 6000) ""= — ara), + ET, + 7793 + 07S, + Is) 
60007! aie], + BI, + y T3 + 0S, + 845) 
Si a=ß, y=0 ce covariant devient | 
ara - y) { (7 — (a -ay)’- (a — x — yr) » 
et a pour une de ses racines la racine simple (:) de l'équation donnée. 


Pour exprimer l’octinvariant Q en fonction des racines, il faut se rappeler la 
formule connue 


Q las {US's ec) n° Loy JJ") Dr III" 19: 
d'où nous trouvons, en substituant pour I, I’, 1", J, J', J”, J’ leurs valeurs données 
par les équations (1), (2), (3), (4) 
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2? x 38 O = 
(2-7)(8-7)*1, J.J 3+(a—B)(a—0)(B—0)'1, I ,3 ,+(%-B)(a-)(B-2) TI aS s 
+(a-y)(a—d)(y—0)? (a—e)(7— e) 1,3 35 3+(a-0)(a—e)(0—-2) 1, S45 
(B-2)(8 (B—9)(a0) TL, I 4+(B—a)(B—-e)(a-2) LT ds 
(6-y)(6 *1,33J3 ;+(8-7N8—<)(y —€) 1, 3) 5+(8—0)(B-<)(0-Ÿ LJ, J 5 
(7-2)(7 PB) I IHN) 135 1T+(7-2)(7_2)(e-e)"T3T 3; 
(7-8)(y—-2) 
( ( 


(a—B)(a—y)(B—y 
—0 
(a—y 
( 


(ß- 
Vers 


> 


I,J3Jj+(a-y 
( 


+ 


) 
Y 1,J ,J3+(ß-«) 


(ey) 
d)(7-ò) 


+ 


7-d 


— 


+ 


+ 


aß) 
(d-a)(d -B)(a-B) 
9—6)(9 -y)(B—y) 
+(e-a)(e -B)(«-6) 
+(e—B)(e —-y)(B-7)" 159,7 3+(e-6 B- 


Pour chercher l'expression de la fonction T par les racines «, ß, y, 0, e, j’ob- 
serve qu'on a, d’après ce que j'ai fait voir dans le Quarterly Journal 


San) 


+ 


II 2+(0-a)(d-7)(a-y)’I,J I 3+ 
LJaTs+(0-BN(2-0) (00) "Ty TaT st 
1,J J ,+(c-a) (ey) 
| (e-P)(e=2) 


d-a)(d-2)(a-e)’I,J,T 5 
d-p)(0-e)(y-e)YTJ3J; 
(&-y)T:3133+(e-a)(e-0)(a-d)}?K;J,J; 
(8-dYT:T.T4+(e—y)(-d(7-d)?13333,; 


| 

( 2 

(7-B)(7 IRINA TI 47 

—a)( | 
-#) i | 


+ 


ce qui donne, en substituant pour J, J', J" leurs valeurs données par le systeme (4) 


4 X 10°T = 
: (a—B) JT, + (ay) TT a + (ad) TT, + (ae) ST; + (By) IJ; 
I HB TT, + (BI, T5 + (7-0) TT, + (y) Tg Is + (0-8) TT; 


et si Tx?+ T'xy + Ty est le covariant dont l'origine est T nous tirons 


4 X 109T' = 
6 | (a+6)(%-6) J I ,+(2+y)(a—y) SS 3+(a+0)(a—0)'F JF 4-+(a-+2)(a—2)?J IS 5+(B+y)(B—-7)'S ad à 
| + BHO BO’ I I +8 + e)(B— 2) FJ 54 (7+0)(y DT 37 +(y+e)ly— €) T 33 5+(0+ e)(de)?T 435, 


a 
4 X 10°T" = 
Lor af(a—B) J J. + ayla-y)’I,Iz + ad(ad) JT, + ae(a—e)?T,Js + By(B-y)”I I; 
0 


+ BO(B—9) J,T, + Belß=2) JT + yO(Y_OYT3T; + yo(y—e) Sas + dd) TT, 


L’invariant du douzième degré par rapport aux coefficients étant T"— 4TT" nous 
tirons pour cet invariant l’expression suivante au moyen des differences des racines 
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(«-B)ST?J2 + (ay) SiS 5 + + (a-d)ST2T? + (a) 2S? + (B-Y)°I2J? + (6-9)° S35? 
(B-:)°I3I? + (y—0)° S25? + (y) TETE + (0—e) TE? — 5 II I3I Js 

al) (ay) TEI In — (eB) (0-9 TT Ty AB IT I 

~2(a—y) (2-03 JT 37, — 2(a-y) (ae) JET 35 5— ad) (ae) TT, 7; 

BETT I ATI BIETET 

PIE — (EVENTI IPCHTT IT: 
7-6 


+ 


e in 
12 
TI J — ay -2)?(y—8)° 2S I 4 2(ya) -T2T,T; 
—2(7-B) (yO F2T I, — 2(y-6) (y—-¢)° SS oS 5—-2(y-0 
—2(d—«)? (d— 


| 
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(9 2(e-£)(- PITT, Mpa, 
Dans un cahier recent du Journal de Borchardt M. Hermite vient d’exprimer son 


invariant du 18° degré par les differences des racines a, ß, y, 0, e. Je vais main- 
tenant faire voir comment on peut arriver a un tel resultat. Je pose, pour abreger, 


—a(s—B){e—y) JT, JT; — 


SJI,=J,+J2 +J3+J,+J5, Vas, = aJ, + BJ, +yJ3 +9), + Js 
Va J, = I, + BI, ++, rel, Dad, = AI, +B, + Js + PS, + Js 
DEN Sa ike ar J,N, + J3N3 + J,N, + J;N; , 
VaJiN, = oJ,N, + BIN, + yJ3N3 + dT,N, + eJ5N; . 
D'après ce que j'ai démontré dans le Quarterly Journal savoir que l’invariant 


dont il s’agit (T) est l’eliminant du covariant dont l’origine est la fonction J et 
du covariant lineaire, on trouve 


L= TER SJ Re SEHR 
48 18 X 10 


ay’ {SI (EAN) ET (EI NET NET SIN (YIN) T (EIN) 
| (Da NP IST SeI,N,- Sa DIN, 
at | ISIN SN EST Se N, - BEIN, 
+ (BJ, N) de 1] od, N, - Se J, SJ, N} 


En sorte qu'on trouve après quelques reductions faciles 
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a. 


(2-6)J,J,) (MaJiNi — BSIN,)N, - 
+ (a-y)J,J3{ (SeIN, — ySINYN, 
( (NaJ,N, — OSJI,N,) 
(a—e) (SeI,N, — ed J,N,) 
1) 
1) 


T= 


UA- 


d)I,J, 
)J 


J 
135 


+ 


I 


1 ( 
i ( 


+ 


i ( 
(B-y)J2J3 i (SaJ,N, — ySJ,N,)'N, — 
+ (8—0)3,7,$ (Dali N, — oSI,N,)N, 
) 


+ 


- (BIS (SiaJ,N, — eSJ,N) 


+ 


II, (Bas N, — OSI,N,)'N; — 
(y—¢)J3J35) (MaJ,N, — e SIN.) NN; — 
( 


+ 


+ 


VaJN,- SIN) 
VaJiN- ySI,N,) 
d- e)T;T54 (NaJ,N, - e SIN,)N, — (SoI,N, — dX5I,N,)}?N; 


i 
| 
N,— ( 1) 
N,- (SeJ,N, - BEJN,) 
| 1) 
| 


(SoJ,N, — aYJ,N,) YN.} 
N,— (XaJ,N, — ¢SJI,N,)N3} 
N, - (DaJ,N, — aD I,N,)’N,} 
N VaJ,N, — aXJ;N Ns} 
Se, N, — BYILN,)N3} 
SeJN, — 6SI,N,)N,t 

53 
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Si l'équation donnée a deux racines doubles, savoir « et y, on a 


ay {2(a- Y)?+ (a e)°+(y — e)* } = soll 

ay (a — y) \(a— 7) + 2e — ef + ay — e)°} = 100 I 
a’ (u ~ yi Ya)? + (y- 9°} = — 1000 J 

as (a — Ya — 9° (ye)? = 250 (I? — BL) 

at (a — (a = 92K 

ay (a — y) («= e) (y — 


Maintenant, en posant &æ —y= W/p, e-a=yg, y-¢e= yr on déduit en employant 


les valeurs que je viens d'écrire pour H, I, J, 





ey f(x — €) + (y — €)? -2{(a — y) } = 5 X10°T 


5 .2 
50HJ + a, (317 + L) = sole \p +g +r — 2pg —2pr —2qr}, 


3000 


expression qui s’aneantit en vertu de la relation 


Ve +Vg+ yr =0. 


Comme a été deja remarqué par M. Cayley. L’equation de Moivre, savoir 


x° + sfx + 5f x +g=0 


omen 1: N. 5. 


34 
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satisfait a la condition 


5oHJ +a, (1 + L) =0 


en sorte que si cette équation a une racine double, elle en a en même temps deux. 
Pour trouver la relation qui subsiste entre H, I, J pour deux racines doubles, 
posous g+r=s et en eliminant les quantités p et s entre les équations. 


a? (op +s)=30H, aj (p+ 2ps)=1001, © a’ p°s = — 1000) 
on a pour la relation cherchée 
ao (5HI + 94,J)” — 4(23H” — a? I) (al + 15HJ) = 0. 


Cette dernière a lieu, aussi pour l’equation de Moivre. 

Je me propose maintenant de former l’équation dont le racines sont les quan- 
tités I, , I,, 13, I, , 15. Si l'équation donnée a deux racines doubles, cette équa- 
tion devient 
, st? — 9p(g + r)t + 4p?gr\? St — ap? =0 
en prenant ¢ pous l’inconnue. 

On a at SLL = 01° + oL, 9 et 9 étant des facteurs numériques qu’ on peut 


trouver en calculant les valeurs de la fonction symétrique SII, et des quantités 


I et L pour les équations suivantes 
(5) (a 2y/2x +3) = 0, (x? - 1)’ x=0 
dont chacune a deux racines doubles : et on parvient de cette maniere a la formule 
at Sle =2x 10%71?- L) | 
Pareillement on a 


a} S LLL = 0HK + gIL + P+ yJ°, 


9, 9, 4, x étant des facteurs numériques dont on peut trouver les valeurs en cal- 
cuiant les valeurs de la fonction symétrique YI,L,I3 et des quantités H, I, J, K, L 
pour les equations 


(6) (x?—2x + 2) x =0 , L°— x = 0. 


On a de cette manière deux relations entre 6, 9, $, x, qui jointes, a celles que 
donnent les équations (5) déja employées pour trouver YI,I, acheveront de deter- : 


miner ces quantites. Par ce procédé nous passons a la suivante 

as SILI = ax 10443HK + IL + 71°+ 237}. 
Pour trouver ŸLLLI,, j'observe que cette fonction s’annule si l’équation donnée 
a une racine triple: on a donc 


at SLL LI, = OHT + K(gHI + ¢a,J) + 1 $y(B—a7d2) + z(IL — oJ}. 


On peut determiner les facteurs numériques qui se -trouvent dans cette formule au 
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moyen des valeurs que prennent la fonction symétrique WI.I,I;I, et les quantités 
H, I, J, K, L, T pour les equatiens (3) et (6) qu'on peut joindre aux valeurs des 
mêmes quantites pour l’equation 


(xct— 52°+ 4)x = 0. 
On a ainsi cing relations entre 6, o, Ÿ, x, 7, à l’aide des quelles nous tirons 
at SEL l= 4 x 10° SUT + K(HI —a,J) + (IL — 99%}. 


Pour trouver la valeur du produit 1,1,131,1; j’observe que l'expression LL B1,1,-2P° 
s’annule si a = -B: cette quantité . ‘est pay conséquent identique avec le derer terme 
de l’équation aux carrés des differences à un facteur près : et l’on trouve facilement 


LL aP?= 24(2-6) (0-7) (ed) (ec) (-7)"(6-0) (5-2) (7-2) 7) 0 , 


- d’où, en ayant égard à la forme connue du discriminant d’une équation du cin- 
quième degré 
a® 1,1,131,1;= 2 X (1250K)°+ 24 x 3125 (K°— 1280). 
ce qui donne 
a IL [IIs = 32 x 10°(K°— 30). 


Donc en prenant ¢ pour l’inconnue de l’equation dont les racines sont I, , I, , 13, 
I,, ls, cette équation s'écrit de la maniere suivante 


5 £°— 200 a, It+ +2 x 10%a* (71°— L)t’+ 4 x 104 a? (3HK + IL + 718+ aJ°)e? 


+ 4 X 10° $HT + K (HI — @,J) + I (IL — 9J?)} £ — 32x 10° (K°—30) un 


a 


Or j'ai trouvée dans un Mémoire inséré dans le Quarterly Journal n° 18, page 149 
que si K°-30=0 l'équation donnee a pour Da de ses racines la quantité = = 3 E 
sorte que si l’une quelconque des quantités I, , I, , 13, I, , Is s’andantit, alors — = 
sera une des racines de l’équation donnee. 

Je terminerai ce Mémoire en présentant |’ équation aux carrés des differences 


des racines de l’équation 


a ge: + 5a, 244 100 X "+ 1003.0 for 54,X + As=0 


sous une forme telle que les coeflicients s’expriment au moyen des fonctions des 
differences des racines que je viens d’employer. En prenant ¢ pour l'inconnue, écri- 
_yons l’équation dont il s'agit sous la forme suivante 


as t'°+ 10040 P,t9+ soa’ P,t8+ 25000? P3t7+ 125P;t°+ 625P ;t°+ 2500P6 £* 


+ 1250P.t9+ 62500Pg2”+ 62500P,2 + 3125P,, 
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et nous avons en 






PH, Da nit, fe es met 
di P,= 3125H14+ 125005 mr + 80005 HJ — 16aì L — 3a, I° 
P,= soa? HL — 12005 HI?— 2500H?I — 15004,H?J — 2200? IJ — ai K 
Ps= 1945 IL — 1703 I° 21202 J°+ 7a? HK + 10002, H1J + 8751? P’— es 
‚= 3a, IK + Lisa? 48HIL — 176HI°— 3044 el — 49H°K + Haas Ji o 
Ps= K(3a,3 — HI) + aleP- IL — 453°) — 28HT 
P,= 48RJ + 16IT — K(L + I’) 
P,,= K’- 1282 . 
Il est bon de remarquer qu'on a 
aQ=JSieT-IK)+RL+P) / «DI re 
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EXTRAIT DE SON ALGEBRE 
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ARISTIDE MARRE 














PREFACE 


Aou Abdallah Mohammed ben Moussa Al Khärezmi est le plus ancien alge- 
briste arabe connu. C’est l'opinion de Zakaria ben Mohammed ben Mahmoud Al 
Qazouini et de presque tous les historiens et mathématiciens de sa nation. Ibn 
Khaldoùn déclare expressément que le premier, parmi les Arabes, qui écrivit sur 
l’Algèbre, fut Abou Abdallah Al Khärezmi. 

Vers l’an 820 de J. C., à la demande de l'illustre Khalife Al Mamoun, Mo- 
hammed ben Moussa composa « un ouvrage abrégé sur le calcul par djebr et 
» mokdbalah, restreint à ce qu'il y a de plus aisé et de plus utile, c'est-à— 
» dire aux opérations dont on a sans cesse besoin dans les cas d’heritage , de 
» donation, de procès, dans les affaires du commerce et de la vie pratique, ou 
» encore pour la mesure des terres, le creusement des canaux et autres appli- 
» cations du calcul a la géométrie. » C’est ainsi que s exprime notre auteur 
lui-même dans sa préface a son Kitdb al mokhtessar fi hissäb aldjebr oua’l 
mokdbalah. Ce petit traite eut de nombreux commentateurs, non seulement parmi 
les Arabes d'Espagne, honorés d’une mention spéciale a cet égard par Ibn Khal- 
doin *, mais encore parmi leurs frères d'Orient : il nous suflira de citer le 


* Ibn Khaldoùn nomme Al Korachi, comme l’auteur d’un des meilleurs commentaires de l’AI- 
gèbre de Mohammed ben Moussa. Ce pourrait bien être là le nom de l’auteur d’un des traités iné- 
dits qui se trouvent dans le même volume que le manuscrit de Mohammed ben Moussa, à la Biblio- 
thèque Bodléyenne d’Oxford. Ce nom est complètement dépourvu de points diacritiques, c’est pourquoi 
M. Fred. Rosen a lu par conjecture Al Jaza’i, mais ce mot pourrait se lire Al Korachi, par la simple 
substitution d’un chin au lieu d'un ain, pour l’avant-dernière lettre. Le commentaire aurait été réuni 
tout naturellement ainsi sous la même couverture que le traité commenté. Sans toucher au corps du 
mot, on pourrait encore lire Al Khozäa’i, nom bien connu dans les annales de l'Islam, puisqu'il fut 
porté par le Khalife Omran ben Hossein Al Khozäa’i. 
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célèbre Abou’l-wafà Al Bouzdjäni, mort en 999 de J. C. L'auteur du lexique 
bibliographique intitulé : Zarikh al hokama, (1198 de J. C.), parlant des ou- 
vrages hindous parvenus aux Arabes, s'exprime ainsi: « In manus nostras in- 
» dit Liber Artis Logisticæ, a Mohammado ben Musa al Khuarezmita exornatus, 
» qui cæteros omnes brevitate methodi ac facilitate præstat, Indorumque in præ- 
» clarissimis- inventis ingenium et acumen ostendit. » On sait qu'avant I’ ave- 
nement d’Al Mamoun au Khalifat, c'est-a-dire avant 814 de J. C, et a la de- 
mande de ce prince, Mohammed ben Moussa avait déjà fait un Abrégé de Tables 
astronomiques dressées par un savant Hindou venu en.773 de notre ère a la cour 
d’Al Mansour, et traduites par Mohammed ben Ibrahim Al Fazärı *. Si l'on 
a pu contester la provenance ‘hindoue de l’algebre arabe, un fait historique de- 
meure aujourd’hui incontestable : C’est que Mohammed ben Moussa Al Khärezmi 
est le veritable instituteur des nations de l’Europe moderne dans cette branche 
principale des: Mathématiques. Les traductions latines de l’Algèbre de Mohammed 
ben Moussa, faites par les savants du moyen age, furent la source ou les savants 
du XVI.° siecle vinrent puiser leurs connaissances algébriques. L’ars logistica, 


ti Ke) 
le calcul par Djebr de Mohammed ben Moussa, devint l’ars magna de Cardan 


et des autres mathématiciens de l'Italie, de l'Espagne, de la France, de LARELS 


terre et de l'Allemagne. - 

L'existence d’une copie du Aitdb al mokhtessar fi Lisio aldjebr oua’l mo- 
käbalah de Mohammed ben Moussa Al Khärezmi, parmi les manuscrits arabes 
de la Bibliothèque Bodléyenne d'Oxford, avait été düment constatée par le ca- 
talogue de Jean Uri, mais le premier, Colebrooke, en 1817, attira sur ce pre- 
cieux ms. l'attention du monde savant par la Dissertation magistrale qu ‘il mit 
en tête de son beau livre intitulé : « Algebra , with Arithmetic and Mensura- 
» tion, from the Sanscrit of Babmesint and Bhascara ». En 1821, M. Rosen 
publia le texte arabe tout entier en l’accompagnant d’une traduction” anglaise. 
Quelques années plus tard, M. Libri reproduisit, dans le 1° volume de son Histoire 
des sciences mathématiques en Italie. (Paris 1835, NOTE 1v, page 227, lignes 11-25; 
pages 228-264; page 265, lignes 1-14 — A PARIS 1838, NOTE Xil, page 253, lignes 12-24; 
pages 254-296; page 297, lignes 1-14) une traduction latine que possédait. la Biblio- 
thèque royale de Paris; mais le chapitre relatif à la géométrie, le bab al messdhat, 
manquait. En 1846, désireux de combler cette‘lacune autant qu ‘il était alors en mon 


pouvoir, je publiai dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (tome cinquiè- - 


me, page 557, lignes 19-20; page 558-569; page 370, lignes 1-8) une traduction 
faite sur la version anglaise de Rosen, de cette partie du Traité de Mohammed 
ben Moussa. La ann que je donne aujourd’hui diffère en certains endroits 
de la première, par la raison que, au lieu d’être exclusivement fondée’ sur la 
version anglaise, elle a été faite littéralement sur le textearabe lui-même. 


Ar. Marre. 





* Ibn Al Adami: Préface à ses Tables astronomiques. — Casiri, tome I, p. 427, 428. — Cole- 
brooke : Dissertation, p. 504 des Miscellaneous Essays. 
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BAB AL MESSAIAT 


(CHAPITRE DU MESSAHAT)* 


- 


Sache que*l’ expression « un par un » appartient au Messdhat , et signifie 
» derda par derda » **. Tout quadrilatère dont les cötes et les añgles sont égaux, 
qui a pour chacun des côtés un, a pour sa superficie entière wn. Si dans un qua- 
drilatère équilatéral et équiangle, chaque coté est deux, alors sa superficie est 
quatre fois la superficie de celui qui est égal à « derda par derda »; de même trois 
par trois, et ainsi de suite en montant ou en descendant, ainsi un-demi par un—de- 
mi un quart, et de même des autres fractions. Tout carré dont chaque côté est un- 
demi derda, est égal à un quart de celui dont chaque côté est un derda, et tu fais 
de même pour un tiers par un tiers, et un quart par un quart, et un cinquième 
par un cinquième, et un demi tiers par un demi tiers ***, ou plus ou moins que 
cela. Dans tout carré, si l’un des côtés (est multiplié) par un, c’est la racine 
de ce carré; si par deux, deux racines; que ce carré soit petit on grand. 

Dans tout triangle équilatéral, si tu multiplies la colonne par la moitié de 
la base sur rule tombe la colonne; c'est la mesure du triangle ****. 

Dans tout rhombe équilatéral, si tu multiplies une des deux “diagonales par 
la moitié de l’autre, c’est sa mesure. 





* De même que l'ouvrage traduit du sanscrit par Colebrooke renferme trois parties: Algebra , 
Arithmetic, Mensuration, c’est-à-dire : Algèbre, qui fait partie de la science du nombre, Calcul pro- 
prement dit, et ce que les Arabes nomment Messdhat, qui fait partie de la géométrie, de même la 
plupart des ouvrages purement élémentaires sur le calcul, composés par les Arabes, renferment ces 
trois parties successivement exposées. Chacune d'elles, quand elle est traité séparément, fait l’objet 
d’ouvrages spéciaux beaucoup plus développés. 

Littéralement messähat signifie l’art de mesurer; mais comme sa principale application a été de 
mesurer et de diviser les terres, on a souvent traduit ce mot par géodésie. Dans son messähat , Mo- 
hammed ben Moussa ne se borne pas à donner la mesure des surfaces, il donne aussi le moyen de 
mesurer des solides; c’est pourquoi nous conservons le terme technique arabe, messähat, en tête de 
notre chapitre, plutôt que de le traduire par le mot géodésie. Ihn Khaldoün, dans ses Prolégomènes, 
dit qu’on a écrit sur la science du messähat de bons et nombreux ouvrages, mais il n'en nomme aucun. 

** Le derda (coudée) est Punité linéaire; nous n’en connaissons pas la valeur exacte. Cette pre- 
miere phrase du texte, telle que l’a reproduite M. Rosen, est fautive. M. Rosen l’a traduite ainsi : 
« Know that the meaning of the expression ‘* one by one ” is mensuration : one yard (in length) by 
» one yard (in breadth) being understood ». A la page 196, dans une note sur ce passage, il dit: « I am 
» uncertain whether my translation of the definition which Mohammed gives of mensuration be cor- 
» rect. Though the diacritical points are partly wanting in the manuser ipt, there can, I believe, be 
» no doubt as to the reading of the passage. » Mohammed ben Moussa n’a point songé a donner une 
définition du Messähat. En lisant la proposition ilä au lieu du pronom personnel féminin hya, on ré- 
tablit le véritable sens. La définition attribuée à Mohammed ben Moussa, si c’ en était une , serait 
fausse et incomplète. 

*** M. Rosen a traduit « two thirds by a half». c’est-à-dire 2}, par 3. C’est '/, tiers par 1/, tiers 

1 


qu’il faut lire. La suite des fractions réprésentant la longueur de chaque côté étant À, 5 => 


+ » Mohammed ben Moussa a exprimé cette dernière à la façon arabe. 

**** Mohammed ben Moussa, versé dans les sciences des Hindeus, ne donne point ici la formule 
particulière qui convient à l’aire du triangle équilatéral. Il donne le moyen général de mesurer un 
triangle quelconque; il n’oublie pas qu’il écrit pour le vulgaire et non pour des mathématiciens, Une 
seule règle, qui convienne à tous les cas, lui paraît suffisante. 
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Dans tout cercle, si tu multiplies le diamètre par 3 et +, c’est la circonfe- 
rence dont il est ceint, c'est le procédé usité par les gens du vulgaire. 

La famille des géomètres a deux autres méthodes; l’une d’elles, c’est que tu 
multiplies le diamètre par lui-méme, puis par dix, et qu’ensuite tn prends la 
racine du tout; ce qui en résulte, c'est la circonférence. La seconde, celle des 
astronomes, c’est que tu multiplies le diamètre par 62832, et que tu divises cela 
par 20000; ce qui en résulte est la circonference. Et tout cela diffère peu l’un 
de l'autre *. 

Et la circonférence, si tu la divises par 3 et +, tu obtiens le diamètre. 

Dans tout cercle, si tu multiplies la moitié du diamètre par la moitié de la 
circonférence, c'est sa mesure; en effet dans tout polygöne équilatéral et équiangle, 
parmi les triangles, quadrilateres , pentagones, et ceux d'un plus grand nom- 
bre de côtés, si tu multiplies la moitié du périmètre par la moitié du diamètre 
du cercle inscrit, c'est sa mesure. 

Dans tout cercle, si tu multiplies le diamètre par lui-même, et que tu en 
retranches le septième et le demi-septième, c'est sa mesure. Et cela concorde 
avec la formule de la première classe **. 

Tout segment de cercle est assimilé à un arc. Il faut nécessairement que ce 
segment soit égal au demi-cercle, ou plus petit que le demi-cercle , ou plus 
grand que le demi-cercle. Cela est indiqué par la flèche de l'arc : si elle est 
égale à la moitié de la corde, le segment est égal à la moitié du cercle; si elle 
est plus petite que la moitié de la corde, il est plus petit que la moitié du 
cercle; si la flèche est plus grande que la moitié de la corde, il est plus grand 





* Mohammed ben Moussa nous donne ici trois valeurs distinctes du rapport de la circonférence 


au diamètre, trois formules différentes. La première donne 7 = = , c’est le rapport d’Archimede. La 


deuxième donne 7 = yıo, et la troisieme, celle particulierement en usage parmi les astronomes et la 


6283 : ici 
plus exacte, donne 7 = a . Ces trois valeurs sous la forme decimale, sont : 





mi 22 3, 1424000; IO 33 46270. 5 Te 


a 


2832 
20000 





= 3, 14160... 


La première.et la troisième formule se trouvent dans le Lilavati de Bhascara, page 87 de l'introdu- 


ction de Colebrooke. Seulement la troisieme est donnée par le géomètre hindou sous la forme a; 


en multipliant par 16 chacun des termes, Mohammed ben Moussa voulut probablement lui substituer 
un rapport équivalent plus facile à retenir de mémoire, et plus aisé a calculer. C’est par erreur que 
M. Rosen a dit que la seconde se rencontrait dans le Vija Ganita de Bhascara, p. 308, 309; elle n'est 
pas mentionnée par cet auteur, mais bien par deux de ses prédécesseurs, Brahmagupta et Aryabhatta, 
qui savaient parfaitement qu’elle n’était qu'une valeur approchée du rapport. 

Voici une note marginale du ms. d'Oxford, faite sur le passage qui nous occupe en ce moment: 
« Cela est une approximation, non pas l’exacte vérité; personne ne peut déterminer l’exacte vérité de 
» ce rapport, et trouver la circonférence réelle, excepté Celui qui sait tout: car la ligne n’est pas 
» droite de telle sorte que son exacte longueur puisse.être trouvée. Cela s’appelle une approximation, 
» de même que l’on dit des racines carrées des nombres irrationnels , qu’elles sont une approxima- 
» tion et non pas l’exacte vérité. Dieu seul sait quelle est la racine exacte. La meilleure méthode 


» ici donnée, c’est de multiplier le diamètre par 3 et = car elle est la plus aisée et la plus expé- 
» ditive. Dieu sait mieux ! ». 





2 





** L’aire du cercle dont le diamètre est d, si l’on suppose 7 ==" , est en eflet égale à >> @? 
ou (1 — 7 — 3) @. Bhascara, p. 89 du Lilavati, donne la valeur 4 d?, comme bonne dans la pra- 


tique, lorsqu’on n'a pas besoin d’une grande approximation. 
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que la moitié du cercle. Si tu veux connaître de quel cercle il est, multiplie 
la moitié de la corde par elle-même, divise par la flèche, et ajoute le résultat 
a la flèche; ce que tu obtiens, c'est le diamètre du cercle dont ce segment fait 
partie *. 

Si tu veux connaitre l'aire de l'arc, multiplie la moitié du diamètre du cercle 
par la moitié de l'arc , et garde ce produit; puis retranche la flèche de l'arc 
de la moitié du diamètre du cercle, si l'arc est plus petit que la demi-circon- 
ference, ou bien s’il est plus grand que la demi-circonférence; retranche la moitié 
du diamètre du cercle de la flèche de l'arc; ensuite multiplie ce qui reste par 
la moitié de la corde de l'arc, et retranche ce produit de celui que tu as gardé 
si l’arc est plus petit que la demi-circonférence, ou bien additionne-les ensem- 
ble si l'arc est plus grand que la demi-circonférence. Alors le résaltat obtenu 
après l'addition ou bien la soustraction, c'est l'aire de l'arc **. 

Dans tout solide quadrangulaire, si tu multiplies la longueur par la largeur, 
puis par la profondeur, c'est sa mesure. Si la base n’est pas quadrangulaire , 
mais qu'elle soit circulaire: ou triangulaire ou autre, à condition que la profon- 
deur reste égale et parallèle, pour opérer le messdhat de ce solide, tu calcules 
la surface de la base, tu sais sa mesure, tu la multiplies par la profondeur, et 
c'est la mesure (du solide). 

Pour la pyramide, qu'elle soit triangulaire, quadrangulaire, circulaire, tu mul- 
tiplies un tiers de la superficie de sa base par sa colonne, c’est la sa mesure ***. 

Sache que dans tout triangle rectangle , chacun des deux plus petits côtés 
étant multiplié par lui-même , les produits additionnés égalent le produit du 
plus grand côté multiplié par lui-même. Voici qui le démontre : Je trace un 
quadrilatère équilatéral et équiangle ABCD, je coupe le côté AC en deux moities 
au point H, et je mène HR, puis je coupe le côté AB en deux moitiés au point 
T, et jé mène TG. La surface ABCD est devenue quatre surfaces ayant leurs 





* Le théorème sur lequel repose ce calcul est énoncé par Aryabhatta, ainsi qu’il suit: « dans 
» un cercle, le produit des flèches est égal au carré de la demi-corde des deux arcs. » Quant au pro- 
cédé de Mohammed ben Moussa, il est exprimé par Bhascara exactement dans les mêmes termes. 

** C'est ce qu’exprime plus brièvement Behä-Eddin dans son Kholägat al hissdb : « Quant aux 
» deux segments, dit-il, marque bien le centre, et achève les deux secteurs; alors il se forme la un 
» triangle; retranche-le du plus petit secteur, il en résulte le plus petit segment ; ou bien ajoute-le 
» au. plus grand secteur, il en résulte le plus grand segment. » 

Les géomètres Hindous avaient la formule : 

24 c+f 
Segment = = f() 
f désignant la flèche, et ¢ la corde (page 96 du Lilavati de Bhascara). 

*** Mohammed ben Moussa range sous une méme dénomination les parallélipipèdes, les prismes 
et les eylindres, et sous une autre dénomination commune, les pyramides et les cones. C’est ainsi 
que dans le Lilavati, Stance 217, cette premiere classe de solides se nomme sama-chata, et la seconde 
souchi-chata (solides aigus). Le terme arabe « makrouttah » qui désigne indistinctement pyramides 
et cönes, vient du verbe « Kharatt », dont l’une des significations: « étre délié, effilé, menu, mince » 
conduit directement a la méme source de dérivation que pour le terme sanscrit. DA 

Nous remarquerons encore que la hauteur des solides de la première catégorie a le nom spécial 
de profondeur, tandis que la hauteur des solides de la seconde catégorie s’appelle colonne (aamoud), 
comme la hauteur d'un triangle. 

On voit enfin par ce passage que le mot messähat peut s'appliquer non seulement à la mesure 
du sol et des surfaces planes, mais aussi à la mesure des solides, et qu’ainsi il a parfois une acce- 
* ption plus générale que celle qu’on lui attribue d’ordinaire. 


Tom. VII. N. 5. Jo 
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côtés et leurs angles égaux , savoir: surface AK, surface CK, surface BK et 
surface DK. Ensuite je tire du point H au point T une ligne, elle coupe la 
surface AK en deux moitiés. Cette surface a donné naissance a deux triangles, 
qui sont les triangles ATH et HKT. Or, il est bien évident pour nous que AT 
est la moitié de AB, que AH lui est egal comme moitié de AC, et que la ligne 
TH leur sous-tendante est la corde d’un angle droit. Je tire de méme des lignes 
de T a R, de R à G, et de G à Il. L’ensemble des carrés donne naissance à 
huit triangles égaux, et il est bien clair pour nous que quatre de ces triangles 


sont la moitié de la plus grande surface, c’est-a-dire de AD. Il est évident pour | 


nous que la ligne AT (multipliee) par elle-méme est la mesure de deux des trian- 
gles, et que AH par elle-même est la mesure de deux triangles qui leur sont 
egaux, la somme est donc la mesure de quatre triangles. Mais d’autre part le 
côté HT par lui-même est la mesure de quatre triangles. Enfin il est clair pour 
nous que la ligne AT par elle-même et AH par elle-même donnent une somme 
égale au résultat de la multiplication de TH par elle-même, c’est la ce que 


nous voulions montrer. Voici la figure ca 





D G C 


Sache qu'il y a cinq espèces de quadrilatères, la première dont les côtés sont 
égaux et les angles droits; la deuxième avec angles droits et côtés inégaux, la 
longueur étant plus grande que la largeur; la troisième se nomme rhombe et 





* La démonstration de Mohammed ben Moussa ne s'applique qu’au cas du triangle rectangle 


isocèle. Elle parle aux yeux, et s’adresse évidemment à des gens que Platon n’aurait pas admis à ses 
lecons; ce qui nous fait voir une fois de plus et surabondamment que notre auteur était bien loin 
d'exposer tout ce qu’il savait, mais qu'il tàchait de vulgariser la science en la simplifiant et la met- 
tant à la portée des plus petits. L’élégante démonstration du carré de |’ hypoténuse universellement 
connue, se trouve dans les éléments d’Euclide ou supposés d’Euclide, car Kädhi Zadeh Al Roumi (vir 
bene meritus, selon Hadji Khalfa) et le fameux Al Kendi, l’un des douze plus grands génies qui aient 
paru parmi les hommes selon Cardan, assurent qu’Euclide n’est pas l’auteur des Eléments qui portent 
son nom. Al Kendi attribue cet ouvrage de géométrie à Abolonious Al Neddjär Al Iskanderäni. Le 
traité complet était divisé en quinze livres ou sections. Longtemps après la mort d’Apollonius vivait 
à Alexandrie un roi qui aimait et cultivait la géométrie. Parmi les mathématiciens ses contemporains 
brillait Euclide. Le roi le chargea de rétablir l’ouvrage en son entier et de l’expliquer. De là treize 
livres exposés par Euclide et qui reçurent son nom. Ensuite Hypsiclès, son disciple, découvrit les deux 
autres, le quatorzième et le quinzième, les ajouta aux précédents et les offrit au roi. Tel est en sub- 
stance le récit d’Alkendi. (voir Hadji Khalfa, Tome 4° p. 380.) 

Mohammed ben Moussa ne devait pas ignorer l’ingénieuse et charmante démonstration des Hin- 


dous, fondée sur le développement algébrique de (a—b}. 


= 4 2 + (a—b=a2+ 62 


(a-b)2 ei 
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c 


n 
CE , 
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c'est celle dont les côtés sont égaux et les angles différents; la quatrième est 
le rhomboide, sa longueur et sa largeur sont différentes et ses angles inégaux, 
mais les deux longueurs sont égales entre elles et ses deux largeurs aussi éga- 
les *; la cinquième, dont les côtés et les angles sont inégaux **. 

Pour la mesure des quadrilatères dont les còtés sont égaux et les angles droits, 
ou les cötes inégaux et les angles droits, si tu multiplies la longueur par la largeur, 
le résultat est la mesure. Exemples : 1° Une pièce de terre quadrangulaire dont 
chacun des côtés a cing deräa, sa mesure est de vingt—cing deräa. Voici la figure: 


2? Une piece de terre quadrangulaire; ses deux longueurs sont huit deräa, huit 

deräa, et ses deux largeurs six et six. Pour avoir sa mesure, tu multiplies six 

par huit, ce qui donne quarante — huit deräa; c’est la sa mesure. Voici la figure: 
8 


6 48 6 


8 

Soit le rhombe équilatéral dont chaque côté est cinq deräa, l’une de ses dia- 
gonales est huit, et l’autre six deràa. Apprends quelle est sa mesure, lorsque 
tu connais les deux diagonales ou l’une d’elles. Si tu connais les deux diago- 
nales en même temps, c'est que tu multiplies l’une d’elles par la moitié de l’au- 
tre, c'est la sa mesure; ainsi tu multiplies huit par trois, ou quatre par six, 
ce qui fait vingt-quatre deräa, et c’est la mesure. Si tu connais une seule dia- 
gonale, tu sais bien quil y a deux triangles dans chacun desquels deux cötes 
sont cing deräa, cinq deràa, leur troisième côté étant la diagonale. Calcule—les 
selon le calcul des triangles. Voici la figure: 





* Comme on le voit, Mohammed ben Moussa appelle longueurs les deux cötes parallèles les plus 
grands, et largeurs les deux autres côtés parallèles, dans le rhomboïde ou parallélogramme. 
** Ce sont ces quadrilateres avec côtés et angles inégaux que Beha Eddin nomme trapèzes. La 
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Pour le rhomboide on fait comme pour le rhombe. 
Pour la dernière espèce de quadrilateres, tu connais sa mesure par le moyen 
de la diagonale, cela conduit au calcul des triangles. Apprends-le: Voici la fi- 


gure du SRO 


i) 


13 





13 
Les triangles. — Il y en a trois espèces : rectangles, acutangles et obtusangles. 
Du rectangle. — Dans ce triangle, si tu multiplies chacun des deux plus pe- 

tits côtés par lui-même, puis que tu fasses l’addition , cette somme est égale 

au resultat de la multiplication du plus grand cété par lui-méme. 

De l’acutangle. — Dans ce triangle, si tu multiplies chacun des deux plus pe- 
tits côtés par lui-même, puis que tu fasses l'addition, la somme est plus grande 
que le plus grand còté multiplié par lui-méme. 

De l’obtusangle. — Dans tout triangle obtusangle, si tu multiplies chacun des 
deux plus petits côtés par lui-même, puis que tu fasses l’addition, la somme 
est plus petite que le plus grand côté multiplié par lui-même. 

Le triangle rectangle est celui qui a deux colonnes et un diamètre (pour côtés); 
il est la moitié d’un quadrangle. Tu connais sa mesure, en multipliant un des 
deux côtés adjacents à l'angle droit par la moitié de l’autre. Ce qui en résulte, 
c'est sa mesure. Exemple d’un triangle rectangle : un de ses côtés six deràa , 
un de ses côtés huit deräa, et le diamètre dix. Pour faire le calcul, tu mul- 
tiplies six par quatre, ce qui donne vingt-quatre deràa, et c’est la mesure. Stil 
te plait de faire le calcul du triangle par la colonne, ce n’est que sur le.plus 
grand côté que tombe sa colonne, car les deux plus petits côtés sont deux co- 
lonnes. Si tu veux cela, alors multiplie sa colonne par la moitié de sa base; ce 
qui en résulte, c'est sa mesure. Voici la figure : 

8 


I 


10 


La deuxieme espece. — Soit a mesurer un triangle equilateral acutangle dont cha- 
que côté a dix deràa. Tu détermines d’abord son masquèt al hadjar * et sa 
colonne. Sache que dans tout triangle isocele , si tu mènes la colonne sur la 
base, elle tombe a angles droits sur le milieu de la base, si les deux côtés sont 





denomination sanserite Vishama Chatourasra qni répond au mot trapéze, s’applique chez les Hindous 
au quadrilatere irrégulier quelconque. C’est la signification que donne également Euclide au trapèze, 
c'est celle-là que lui ont conservée les Anglais jusqu'à present, et que les Français avaient gardée 
intacte jusqu’à la fin du siècle dernier. 

* Masquet al hadjar, à la lettre: le lieu où tombe la pierre. C’est le pied de la hauteur du trian- 
gle, ou de la colonne selon l’expression arabe. 
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égaux; s'ils sont inégaux, le masquèt al hadjar n'est pas au milieu de la base. 
Mais nous savons que dans ce triangle-ci, sur quelque côté que tu opères, le 
masquèt al hadjar ne sera jamais qu'en son milieu; et c’est cing deräa. Pour 
connaître la colonne, tu multiplies le cinq par lui-même, et tu multiplies un 
des côtés, c'est-à-dire dix, par lui-même, ce qui fait cent; tu retranches de ce 
produit celui de cinq par lui-même, c'est-à-dire vingt-cinq; il reste soixante— 
quinze. Tu en prends la racine, c’est la colonne, et elle est devenue un côté 
des deux triangles rectangles. Si tu veux la mesure, multiplie la racine de 75 
par la motié de la base, qui est 5; pour cela tu multiplies le 5 par lui-même, 
afin d’avoir la racine de 75 par la racine de 25; multiplie 75 par 25, c'est 1875; 
prends-en la racine, c'est la mesure du triangle. Et c’est 43 et peu de chose *. 
Voici la figure : 


10 


Si tu as un triangle acutangle dont les côtés sont inégaux, sache que sa me- 
sure se connait par son masquèt al hadjar et sa colonne. Soit un triangle dont 
un côté est 15 deräa, un côté 14 derâa, et un côté 13 deràa. Si tu veux con- 
naître son masquet al hadjar, prends pour base celui des côtés qu'il te plaira, 
prenons celui de 14. Son masquèt al hadjar tombe sur ce côté à la distance 
chey (x) à partir de celui des deux côtés adjacents que tu voudras. Posons le 
chéy à partir de l’adjacent 13. Multiplions—le par lui-même, il devient un md (x°); 
retranchons—le de treize par lui-même, c’est-à-dire de 169, cela devient 169 moins 
mdl. Nous savons que la racine de cela, c’est la colonne. Il nous est resté de 
la base 14 moins chey. Nous multiplions ce reste par lui-même, il en résulte 
196 et mdl moins 28 chey. Nous le retranchons de 15 par lui-méme, le reste 
est 29 derhems ** et 28 chéy moins mdl. La racine est la colonne. Or la racine 
de 169 moins mdl, c'est encore la colonne. Toutes deux sont donc égales. Com- 
pare-les, c'est que tu rejettes le mal avec le mal, car les deux mal sont né- 
gatifs. Alors il reste 29 et 28 chéy égal a 169. Rejette 29 de 169, il reste 140 égal 
a 28 chéy. Un seul chéy est 5. C’est le masquèt al hadjar a partir du côté 
adjacent, 13. Le complément de la base, contigu a l’autre côté, c’est 9. Si tu 
veux connaître la colonne, multiplie ce 3 par lui-même, puis soustrais le pro- 


* h= 10 — 8 = yi00—25= 4/55, 
S—hXS = (75 X5 = 75 X 1/25 = 1/1875 = 43 ct 2 à moins de 0,01. 
** Le mot derhem est employé par les algébristes arabes pour désigner les quantités numériques, 


les termes tout connus de l’équation , et les distinguer des chéy , ou termes en x, et des mal, ou 
termes en 2. 
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duit du cété contigu, 13, multiplié par lui-méme. Il reste 144. La racine de cela 
est la colonne. C’est 12. La colonne tombe toujours sur la base suivant deux 
angles droits, et c'est pour cela qu’on la nomme justement colonne. Multiplie 
la colonne par la moitié de la base, c'est-à-dire par 7, tu obiiens 84 et c'est 
la mesure du triangle *. Voici la figure ** : 


15 


9 14 5 

La troisième espèce; Obtusangle. C’est le triangle qui a un angle obtus. Ce 
triangle a pour chaque côté un nombre différent; soit un de ses côtés six, un 
cété cing, un còté neuf. Tu connaîtras sa mesure par son masquet al hadjar 
et sa colonne. Or le masquet al hadjar interieurement ne tombe que sur le 
plus grand côté. Prends celui-ci pour base. Si tu posais un des deux plus petits 
cétés pour base, le masquet al hadjar serait projete en dehors d’elle. Tu trou- 
veras son masquet al hadjar et sa colonne, en suivant la méme marche que je 





* Voici la marche suivie par Mohammed ben Moussa : 
15? — (14 — x?) = 13? — a? 
452 — 196 — a? + 28x = 169 — a? 
29 + 28 2 = 169 
28 x = 140 
x=5 


Colonne = /13°—5? = 144 = 12 


= 12X 7 = 84. 


Pour trouver dans un triangle quelconque le pied de la perpendiculaire abaissée de l’un des sommets, 
Beha Eddin emploie la formule 


Triangle = 12 X 


a (b+c) (b— c) 


Sata RE za 
Pour a= 14, b — 15, c — 13, cette formule donne 
un fe 
Te el er . 


** La hauteur et les troi còtés du triangle sont les quatre nombres entiers consécutifs, 12, 43, 
14, 15. Nous résumerons ici les observations auxquelles ces mèmes nombres, qui se rencontrent dans 
un exemple de triangle donné par Brahmegupta, ont conduit M. Chasles (Apercu historique). « Ces 
» nombres sont très-remarquables en ce qu’ils sont ceux choisis à plusieurs siècles d’intervalle, non 
» seulement par les Hindous, mais aussi par Heron d’Alexandrie , Heron le jeune, les trois fils de 
» Moussa ben Chaker, Léonard de Pise, Jordan, Luca di Burgo, Georges Valla, Tartalea, etc. » L’u- 
sage general de ces trois nombres semblait dire qu’ils avaient une origine commune; mais M. Chasles, 
en y refléchissant davantage, ne tarda pas à reconnaître que ces nombres n’offraient probablement pas 
les secours historiques qu'il avait espérés d’abord. « En effet, dit-il, on aura cherché naturellement, 
» pour les trois côtés du triangle à proposer en exemple, trois nombres pour lesquels 1’ aire de ce 
» triangle, et conséquemment la hauteur fussent exprimées en nombres rationnels. Cette question se 
» réduit à construire deux triangles rectangles en nombres rationnels, ayant un côté commun. C’est 
» ainsi que Brahmegupta a fait. Maintenant parmi tous les systèmes de deux triangles rectangles expri- 
» més en nombres rationnels entiers, et ayant un côté commun, on aura pris celui où ces nombres 
» sont les plus petits ; ce ont ceux qui ont pour côtés, le premier 5, 12, 13, et le second 9, 12, 15. 
Placant ces deux triangles de manière que leurs deux côtés égaux se confondent, et que les autres 
côtés des angles droits soient dans le prolongement l’un de l’autre, on forme le triangle acutangle 
qui a sa base égale à 14, et ses deux autres côtés égaux à 13 et à 15. C’est ainsi que différents 
Fos chacun de son côté, auront pu être conduits au triangle exprimé par les nombres 43, 
44, 15. » i 


= << 
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t'ai enseignée dans l’acutangle, et par suite sa mesure. Voici la figure : 


6 5 


9 

Des cercles. — Nous avons termine l’expose de Rte propriétés et de leur me- 
sure dans la première partie du livre. 

Soit un cercle dont le diamètre est sept derâa, sa circonférence sera vingt- 
aes deraa. Pour sa mesure, tu multiplies la moitie du diamètre * 5 eine 

2 par la moitié de la circonférence dont il est ceint, c’est-a-dire par 11, cela 

fait 332, et c'est sa mesure. 
_ Si cela te plait, multiplie le diamètre qui est 7 par lui-même, cela fait 49; 
retranches—en son septième et son demi-septieme, c’est-à-dire 10 3, il reste 38 3, 
et cest la mesure. Voci la figure : 


Si Yon dit: dans un pilier pyramidal la base est quatre deräa par quatre deräa, 
la hauteur dix deräa, et la téte deux deräa par deux deräa. Nous savons bien 
que toute pyramide entiere a la téte terminée en pointe, et que un tiers de 
la mesure de sa base multiplié par sa colonne, c’est sa propre mesure. Comme 
ce pilier—ci n'est pas terminé en pointe, nous voulons savoir de combien l’éle- 
ver pour rétablir la tête, car il n’a pas de tête. Or nous avons appris que le 
dix est a la hauteur totale comme le deux est au quatre; mais le deux est la 
moitié du quatre, donc puisque cela est ainsi, le dix est la moitié de la hau- 
teur. Et la hauteur totale est vingt deräa. Maintenant que nous connaissons la 
hauteur, prenons un tiers de la mesure de la base, c’est 5 +, multiplions-le par 
la hauteur qui est vingt deräa; cela s'élève à 106 deräa et è deràa. Nous en 
retrancherons ce que nous avions ajouté afin de le terminer en pointe, c’est—a— 
dire un tiers de la mesure 2 par 2, ou 1+, multiplié par dix, ce qui fait 
13et +. Et c'est la la mesure de ce que nous lui QUE ajouté pour qu'il fût 
terminé en pointe. Si nous enlevons cela de 106 deräa et ? deräa, il reste 93 deräa 


et +, et c'est là la mesure du pilier pyramidal **. Voici la figure: 


* Il est à remarquer que ni Mohammed ben Moussa, ni Behà Eddin n’emploient de mot simple 
equivalent au nötre, rayon. Ils expriment toujours le rayon, en disant demi-diametre. Les Hindous 
ont un mot carcata, ouverture de compas, à la lettre écrevisse, pour designer le rayon (p. 90 du Li- 
lavati de Bhascara.) 

een H 2.4, H-20. 


Pyr. entière = 5 + x 20 = 106 
Pyr. complémentaire — + X 10 = 13 
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10 


4 


Si la base.de la pyramide etait un cercle, alors retranche du resultat de la 
multiplication de son diamètre par lui-méme, son septieme et la moitié de son 
septième; ce qui reste, c'est sa mesure. 

Si l’on dit: une pièce de terre est un triangle dont deux côtés sont dix deräa, 
dix deràa, et la base douze deràa; elle est circonscrite a une piece de terre qui 
est un carré, combien chaque cété du carré ? Pour le determiner, il faut que 
tu connaisses la colonne du triangle; multiplie la moitié de la base, c’est-a- 
dire six, ‘par elle-même, ce qui donne 36, retranche cela de l’un des deux plus 
petits côtés multiplié par lui-même, c'est-à-dire de 100, il reste 64, prends—en 
la racine, 8; c’est la colonne. La mesure du triangle est 48 deràa, résultat dela 
multiplication de la colonne par la moitié de la base, qui est six. Nous posons 
un des cötes du carré, chey (x); nous le multiplions par lui-méme, il en resulte 
mdl (2°), nous le gardons. Nous savons qu'il nous est resté deux triangles aux 
deux cöles du carré, et un triangle au-dessus de lui. Or les deux triangles fixés 
aux deux côtés du carré sont égaux entre eux, leurs colonnes étant les mêmes 
et formant entre elles un angle droit. Leur mesure, c'est que tu multiplies chey 
par 6 moins 4 chey, ce qui est 6 chéy moins + mél; telle est la mesure de la somme 
des deux triangles qui sont fixés aux deux cötes du carré. La mesure du triangle 
placé au dessus, c'est que tu multiplies huit moins chey, qui est sa colonne, par la 
moitié de chéy. C’est quatre chéy moins un demi mâl. Tout cela additionné ensem- 
ble c’est la mesure du carré et la mesure des trois triangles; et c'est dix chey. Tu 
légales avec 48, qui est la mesure du grand triangle. Il suit de la qu’un chey 
est 4 derda et À derda. Et c'est là chaque côté du carré *. Voici la figure: 


10 | 10 
6 6 
1,2 
8 4 3 
35 45 35 





*h= PO = y61=8 
S=8%6=48 
S= a + (6— ta + (8 —2) 5 
d’où a? + 6x — = + de = 48 
10 x = 48 
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ESTRATTO 


DI 


UNA LETTERA SCRITTA IN LINGUA ITALIANA 
iL de 21 Gennaio 1864 


DA 
BERNARDO RIEMANN 


AL SIG. PROFESSORE 


ENRICO BETTI (). 





Carles olouco 


Per trovare l'attrazione di un cilindro omogeneo retto ellissoidale 
qualunque, io considero, introducendo coordinate rettangolari x, y, 2, il cilindro infi- 
nito limitato dalla diseguaglianza: 


2 


x y* 
ee 
ripieno di massa di densità costante: + 1, se 2<{0, e di densità: — 1, se z>0. 


Allora se poniamo, come è solito, il potenziale nel punto x, y, 3 eguale a V e: 


dV dV dV 
=: min Y, = Z, 
sha Der 2— 05V 07 X— 07, Y—0. 
Z è eguale al potenziale dell’ ellisse: 


(*) La Scienza deplora altamente la perdita dell’ eminente geometra Tedesco avvenuta in Italia il 20 
Luglio di quest anno 1866. 
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colla densità 2, e si trova col metodo di Dirichlet, se denotiamo con e la radice 
maggiore dell’ equazione; 





con D: 


X ed Y si possono determinare dalle equazioni : 


dX dZ dY dZ 
ei eur 
e dalle condizioni: | 
X—0, Y=0 
per z= 0. 


a (e) 
Per effettuare questa determinazione conviene di sostituire invece di sf. 2 | 
"6 oo 


esteso per il contorno intero di un pezzo del Piano degli s, che contiene il valore o 
senza contenere verun altro valore di diramazione o di discontinuità della funzione 
sotto il segno integrale. Se denotiamo le radici di F = 0 in ordine di grandezza 
con 6, c', c', questi valori sono tutti reali e in ordine di grandezza : 


! 2 
0, 0, ae — b?, di radio 


in modo che: 


N So EI chat 


Posto: 
F=t—- A 
s 
viene 
Vis — 2? 
i Dye ds, 
dX dZ ste (ts — 2°)? ds 
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ma: 
z »z 5 4 
_i vis - vis DA 
(ts — 2°) ?dz = (1 — 2) ? dé = (:—1) "dlog£, 
si ds -i È b’ 
e: = — 2aba(a°+ s) ? (b° + +9) ds = dated JE: ig 
D ÿs DS) 


Dunque si trova per La Re 


__ 2abuz SEN a3 di # 
er (ts — 2) og ts. 


Se si prende la via dell’ Re come nella espressione di Z il valore del- 
l’ integrale sodisfa sempre alla condizione : 


dX dZ 
dz dx’ 








ma può differire di funzioni di x e di y, la funzione sotto segno integrale essendo 
discontinua anche per ¢ — 0. Dunque occorre una determinazione ulteriore della via 
dell’ integrazione. 
. du 

Nella espressione di Ter la funzione sotto segno integrale è continua per 
s — 0; dunque il pezzo del piano degli s, per il cui contorno I’ integrale è esteso, 
deve contenere s = o e può contenere 0 no s= 0, ma nessuno altro dei valori 
sopra notati. Nella espressione di X questo pezzo deve essere determinato in modo 
che X sia = 0 per z2== 0; e affinchè ciò avvenga, dovendo contenere s = 0, deve 
anche contenere la maggiore radice di ts = 0 (la quale & la maggiore radice di 
t=0, | 


tae ae 
aa D: 
ed è = 0, se: 
x 
1 ame 1 > 0) 


ma nessun altra radice di ts = 0. Perchè per 2 = 0 le radici di F = 0 coincidono 
colle radici di ts — 0, e se la via dell’integrazione passasse tra due valori di di- 
scontinuità che coincidono per z = 0, dovrebbe per 2 = 0 passare per questo valore 
in modo che l'integrale nella espressione di X diverrebbe infinito ed il valore 
non ostante il fattore z rimarrebbe finito. . . . . .. 
Vostro aff" Amico 
Riemann. 
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MOTO DI UN PUNTO MATERIALE 


LUNGO UN ARCO 


DELLA LEMNISCATA BERNOULLIANA 
NOTA 
DE M. AZZARELLI 


DSDS I — 


1. Il Bonati nel Luglio del 1780 pubblicava in Ferrara una sua memoria nella 
quale, sotto il titolo di nuova curva isocrona prendeva a determinare quella linea 
per la quale cadendo lungo essa un corpo per qualunque arco impiega un tempo 
eguale a quello che impiegherebbe cadendo lungo la corrispondente corda facendo 
seguito alle curve isocrona, e paracentrica proposte per la prima volta da Leib- 
nizio (*). 

Prendendo per asse delle ascisse la direzione della gravità ed una perpendico- 
lare a questa per asse delle coordinate il Bonati trova l'equazione 


+ 2a°Y+ yt— a°ay = 0 


che è quella della lemniscata bernoulliana riferita. alle tangenti condotte pel suo cen- 
tro 0 punto duplo. Data la costruzione per punti di questa curva, e dimostrate va- 
rie altre sue proprietà giunge ad assegnare la pressione contro la curva medesima. 

Il Saladini, nel tomo primo delle memorie dell’ Istituto pel 1806 in Bologna, 
Classe di Fisica e Matematica, prendeva a risolvere il problema inverso rispetto quello 
del Bonati, supponendo cioè la lemniscata bernoulliana dimostrava che l’arco di que- 
sta è percorso nello stesso tempo della corda che lo sottende trattando quindi anche 
il problema del Bonati. 





(*) Curva isocrona è quella i cui archi sono tutti percorsi in tempi eguali: paracentrica poi è quella 
lungo la quale cadendo un corpo si discosta od avvicina egualmente ad un dato punto in tempi eguali. 
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Noteremo ancora che di questo problema del Bonati sotto il titolo di una pro- 
prietà meccanica della lemniscata, n’é stata data una soluzione molto elegante dal 
Serret nel tomo IX del giornale di Matematiche pure ed ‘applicate, pubblicato da 
M’. I. Liouville, prima serie. 

Noi prenderemo qui a trattare la medesima questione tanto diretta quanto in- 
versa, proponendoci però dedurla dalle formole generali del moto lungo una linea piana, 
facendo astrazione da qualunque resistenza. Sarà questo un utile esercizio di calcolo 
per quei giovani che sono nuovi nella scienza e pei quali soltanto è intrapresa tale 
applicazione. 

2. Abbiamo generalmente pel moto di un punto materiale lungo di una linea 
piana qualunque, le due equazioni 





d’x dy 
de X+ fee 
(1) 
d'y da 
de = Y sn kE 


ove X, Y sono le forze acceleratrici parallele agli assi coordinati, e k è la forza che 
ad ogni istante del moto produce il medesimo effetto della curva, o la pressione di- 
retta in senso contrario, onde render libero il sistema. 

Supporremo qui che agisca la sola gravità ed al tempo stesso, facendo uso di 
coordinate polari, porremo 


X=TC05 9, y =rsen 9 


ove 9 designa l’angolo che il raggio vettore r forma coll’ asse delle ascisse. Deri- 
vando queste relazioni rispetto il tempo avremo 














ue == ar cos IA sen 
dun een diners 
dy dr rdo 
aia ae rae 
dx dr | drd d? do” È 
x r rdg rd q 27 
i Li AE — ds 
de de? COS 9 de sen 9 de sen 9 dé cos ? 
dy dr drdg rd? rdg* 
ag gg 8091 ga WE us dé VIE mi PO) sen 9 
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e quindi per le (1) le seguenti 














d’r o drdo rd?o rdg” dy 
ap 008 9 — 25 sen ap 0 — a cose = 9 ke. 
d’r drd rd? lo° d = 
Aa sen 9 + 2 EE cos 9 + I =—k7 
ats ey dx > dy 
3. Da queste eliminando Æ con moltiplicare la prima per ae l’altra per da 


e sommando troviamo 
| drd’r rdrdo? —r°d9d°9 dx 


PONT mo demo 





che può mettersi sotto la seguente forma 


A d /dr eu dg: d 
2 de \ de adt\ de) Im” 


onde integrata e sostituito il valore della x ci dà 
dr 20.1598 
dir med: 





= 2gr coso + GC; 
ma essendo 
dr? + r°dg°= ds’ 

sarà 

ds? 

ag — 297 cos 9 + C 
ma quando #= 0, supposto che il polo sia su di un punto della trajettoria, e sia 
pure u=0, risulta C=0, e pereiò 

ds 2 


Ja = 2gr cos 9 (*) (4), 








(*) La (4) può dedursi dalle (1) come siegue : essendo nel caso attuale 


do _ d d° dx 
rd ake (1)' 
di? di ds 
si moltiplichi la prima per dx e la seconda per dy e si sommino, e sara 
dad°x + dyd°y 
"ig aa E 
la quale integrata così che ad = 0, corrisponda % = 0, troviamo 
ds’ 
— = 29%. 


dt 
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la quale ha luogo pel moto lungo qualunque linea purchè agisca la sola gravità. 
Da questa equazione risulta che data la linea verrà ridotto a due il numero delle 
variabili tanto che le coordinate sieno polari quanto rettilinee, e viceversa data al- 
cuna proprietà del moto può aversi la linea per la quale questa proprietà si ve- 
rifica. | 

4. Supponiamo ora che si abbia una lemniscata bernoulliana per la linea che si 
deve percorrere: chiamando a il suo semiasse, l’equazione polare che la rappresenta è 


r= a°c0820, 


intendendo essere w l’angolo che il raggio vettore forma coll’ asse a. 

Se peraltro diciamo A il punto duplo della curva, e per questo intendiamo con- 
dotte le due tangenti, esse sono tra loro perpendicolari, ed ognuna forma un angolo 
semiretto coll’ asse della curva. Indicando con AX, AY queste tangenti, supporremo 
che AX sia diretto nel senso della gravità, prendendolo nel tempo stesso per l’asse 
polare, onde detto 9 l'angolo che il raggio vettore r della curva forma con esso 
avremo 

i o = 45°— o 
e quindi 
r= a? sen 29 
per l'equazione polare della curva. Se di questa ne prendiamo i logaritmi neperiani, 


e differenziamo, sarà 
rdo cos 29 
r= ——— , 





sen 29 
onde 
CLAIRE Nb LEUR 
ds’= dr + r’dp mori 
e così la (4) si muta in 
Fotos = 2ag cos 9 Vsen 29 


dalla quale 


a d 
a (6). 
2 g cos 9 Y sen o V sen 29 | 


5. Per integrare facilmente questa funzione si trasformi nella seguente 


1 a d 
ER vÉ xt (7) 
2% Vg sent 9 cost.g 
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5 
eve moltiplicati i due termini per costo abbiamo 


3 
1 pa osted 
di ees Ontani 


5 
24 Y g sen‘o cos'g 
ovvero 


4 { > 
dt — — V Txctang 9 
PRR! i 


dp 
COS"? 


| 09 





il cui integrale è 
li gi VE Minis C; 
g 
e perché al principio del moto abbiamo 
fe) o — Ocse 07 
ed il valore del tempo della discesa per l'arco della urn curva è 


Su VG 
1/9: VE tang’ ¢ (8) 


A questo medesimo risultato si può giungere ancora come siegue : 
Ripresa la (7) si ponga per comodo 


dm = Er, 
sente costa 
e si faccia 
seng= 2, 


con che trovasi facilmente 


dz 
dn = ragni dî 
zi (a gp) 
Per far dipendere questa funzione da un solo irrazionale si ponga 


3 — ul 
e si otterrà 


dm — DEAR 
G ae us )® 
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che posto sotto la forma del binomio irrazionale, quale è 


dm = 2°u-%du (1-81) 


soddisfa alla condizione per essere ridotto a forma razionale; e perciò fatto 


si otterrà prontamente 


da cui 


ove non aggiungiamo costante perchè sappiamo che deve esser nulla. 


Ma 
t 4 
A (a — us) (a ande sen*g )8 
ae ——rrrr cz: DL dae  ). 
u sen‘ 
ed 
1 4 
A es 4 
x tanl*g 
onde 


4 
m = 2° tangs , 


che sostituito otteniamo in medesimo risultato. 
5. S’ immagini ora condotta la corda tra i due punti. 


m0 005% eden o 


avvertendo che lungo di essa la gravità relativa è gcosq: chiamando ? il tempo 
che s’ impiega a percorrerla, abbiamo pel moto uniformamente accellerato 


ge” cos p 
Mer A2 


pee 2r 
g cos 9 
ove sostituito il valore di r appartenente alla lemniscata, otteniamo 


vee Ve V2 sen? cos? __ 94 unis 
8 cos 9 J 


onde essendo t =#', ha luogo il seguente: 
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dalla quale 
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'eorema == Lorchè un corpo scende lungo I’ arco della lemniscata Deragn iano 

avendo principio il moto dal punto duplo, o lungo la corda che lo sottende, impiega 
il medesimo tempo. : 

Corollario = Il tempo è nullo quando 9 = 0; poichè allora il punto materiale 
sta nel principio del suo moto: però onde esso punto possa percorrere 1’ arco della 
intera lemniscata compresa nella regione positiva degli assi, converrebbe porre 9= 90°, 
ma allora risultando t = ne dobbiamo concludere che il punto materiale quando 
parta dal centro della curva non vi può ritornare. 

6. Dalla espressione del tempo deduciamo 














tango = 2” = nt! 
a 
facendo per comodo n = re 
Di qui facilmente 
seng cos? _ 1 
‘att 1, VT nt 
e quindi 
sen 9 COS 9 SE PeR a ee a, 
1+- nt. nn trs 
e così 


Hi 2a° 
nn 


per la quale il raggio vettore della lemniscata € dato in funzione del tempo. 
È facile riconoscere che questo raggio vettore diventa massimo quando 


a 


mentre il suo denominatore per questo valore è un minimo. 

7. Per riconoscere ch'è la sola lemniscata quella linea che gode della dimostrata 
proprietà si proponga il seguente: | 

Problema. Determinare quella linea per la quale scendendo un punto materiale 
per l’azione della sola gravita impieghi il medesimo tempo tanto a percorrere l’arco 
quanto la corda che lo sottende. 

Il tempo impiegato a scendere per un arco di una curva piana è dato da: 


1 ds 
= vi Je 0 
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come scende dalla (4), mentre x =rcosg e perchè la velocità è sempre dovuta 
all'altezza, che nel caso nostro è l’ascissa: il tempo poi che s’ impiega a scendere 
per la corda che lo sottende è 

y= er ( (10) 
| vs Va 
essendo x, y le coordinate del punto al termine del tempo t. Eguagliando le (9) 
e (10) si ha 

sie: ag’ 

V29 Va V9 Va 
dalla quale differenziando deduciamo 

ads Va + y == (e°— y’) de + 2xydy. (44) 


Per integrare questa equazione porremo 


X=F 0089, y=rseng 
dalle quali 
dx = dr cos 9 — rdg sen 9 


dy = dr sen 9 + rdg cos 9 
che sostituiti nella (11) si otterrà primieramente 


ds cos 9 = dx cos 29 + dy sen 29 
e quindi 
ds cos g = dr cos 9 + rdg sen 9 


dalle quali quadrando si deduce 


(ds’— dr’) cos’? — r°dg? sen*9 = 2rdrdg sen g cos 9 
ed 
rdg cos 29 = dr sen 29 


ove separando le variabili si ha 
dr do cos 29 
r sen 29 





(*) Poichè nel moto uniformemente accelerato ritenute le consuete denominazioni abbiamo 


ui= 29s, u=gt 
dalle quali facilmente 


i=-—:. 
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il cui integrale è 
log r — 5 log sen 29 + loga 
ed in fine 
r= a’ sen 29 (12) 
che rappresenta la lemniscata solita. 


Può ottenersi l’integrale della (11) anche nel modo seguente : si ponga 


urca Je 
dalle quali 
dy = 2dx + xdz 


ydy = 2°xda + x°2dz 
che sostituiti danno 


Vi + 2? Vda? (1 + 2) + Qzadads + de (1 + 22) de + Qzads 


Quadrando e riducendo si trova 
(1 — 32°) adz — 2 (1 + 2°) ade 

ove separando le variabili si ha 
5 da dz Azdz 


x 2 1+2 


1—3:* 4/1 4 
2 (4 +2) TA\z 1-33) 


Integrando e notando per a la costante è 





perchè 





x (1 + 2°)?= 20” 
e perche 


R ice 


così 
(x?+- y’)’— 2a°xy, 


che rappresenta l'equazione della lemniscata quando gli assi coordinati sono le tan- 
genti che passano pel punto duplo. 
8. Ripresa la (4) e rappresentata per u la velocità in un punto qualunque del- 
l'arco della linea percorsa avremo 
u°= 2gr cos 9 
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ove sostituito il valore della r dedotto dalla (5) sarà 


u? = 2aq cos 9 Vsen29 
dalla quale, 


= = 3 
u? = 2ag v2x sen’? cos'o (13) 


onde la velocità essendo nulla tanto per 9 = 0, quanto per 9 = 90°, tra questi li- 
miti vi deve essere un valore di 9 pel quale la velocità sia massima. Dalla (13) 
coi noti metodi deduciamo 

cos*g = 3 sen°p 
da cui 


tang.9 = e ¢ = 30°. 


eu 
v3 


Il corrispondente raggio vettore sarà 


4/3 
r= a\/ 5, 


e la velocila massima propria di questo punto é data da 


ee 1/27 
ed il tempo impiegato per acquistare questa velocità è rappresentato da 
= g È 64 : 
g 3 


9. Per determinare la fora k o pressione si riprendano le (3) e si moltiplichino 
rispettivamente per 
dy da 
dt” dé 


e si sottraggano, quindi riducendo trovasi 


do (2dr° + r7dg?) + r (drd°9 — dod’r) rd ds 
-| de a 
Se ora dicasi p il raggio di curvatura al punto di coordinate r, sappiamo essere 


2 
as (dr?—+ r°d9?)? 
PT do(2dr + 7’dg?) + r(drd*9 — dgd?r) 
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e cosi dalla coesistenza di queste due equazioni dedurremo 


ds” dy ds 


ar Ja + Fa 
e perché | 
ds — udt 
cosi otteniamo 
Je uw dy si 
ki Pi 9. n (*) (14) 


nella quale dovremo sostituire gli elementi che appartengono alla lemniscata. 
10. Per questa linea abbiamo primieramente 


IU 
7 seni.29? 
quindi essendo 


y—rseny, ed r = a sen'29 
differenziando otterremo 
__ ad sen 39 
| sen.29 
e perciò 
dy == sen 3 
ds Æ 


Pel raggio di curvatura, prendendo 9 per variabile principale, avremo in generale 


3 
x (dr?+- r°dg?)° 
PT do (2dr°-+ r°dg) — rdod’r 





(*) Questa medesima espressione può dedursi ancora nel modo seguente: moltiplicando la prima 
delle (1) per dy e la seconda per dx e sottraendo otteniamo 


dyd’z — dxd°y 


de = gdy + kds 


23 ds? 

PT dad'y— dyd'x 

dunque otteniamo | 
ds’ dy 
Reue Ju 


@ perchè dra %, così torna la (14). 
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e per la lemniscata essendo 





a cos 29. , ; a?’dp” È 
dr’ —= sen 29 5 rd'r— Fre 29 (1 sen 29) 
sostituendo risulta 
a a DI a’ 

PT 3asen 2e är 
Ora essendo 

u’— 29x = 2gr cos y 
si ottiene 

k = —g(6cososen 29 + sen 39), 


e qualora si consideri come pressione contro la curva, rappresentata che sia per & 
avremo " 
k'= g (6 cos 9 sen29 + sen 39); 
ma essendo 
sen 39 = 3 sen 9 cos’? — sen°o 
sarà ancora i 
k= g (15 sen ¢ cos’? — sen*¢) 


la. quale diventa massima pel valore di 9 che si deduce da 
5 c0s’9 — 6 sen’g = 0 

eioè 

onde 


sen’g = 


ed il suo valore massimo è dato da 


5.17 F5 
des, Pia: Ren? 
= Va 


Il valore della pressione corrispondente alla massima velocità si ottiene ponendo 
= 30°, e così trovasi 


NCAA 
ki D 9: 


11. Merita di esser considerato il caso di k'= 0 perchè in questo luogo il punto 
materiale abbandona la curva, e così ha luogo la spiegazione del valore infinito sotto 


> 
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il quale si presenta il tempo ($. 5.) onde il punto che si muove ritornasse al luogo 
di partenza 
Ora ponendo 
15 sen + cos’? — sens = 0 








deduciamo 
sen‘? coso 4 
a RR er 
e quindi 
sen g= MB, cong — 7, 


8 


onde & operazione assai facile determinare il luogo della data lemniscata nel quale 
essa viene abbandonata dal punto che si muove per la sola azione della gravità. 
Il valore del raggio vettore r corrispondente a questo punto è dato da 


a’yı5 


15 
8 ’ 





r?== a’sen 29 — 
e quello della velocità dalla quale il punto materiale è animato sara 


2 99, /Vı5 
Min: ALL 


che è diretto secondo la tangente la traiettoria in esso luogo, e perciò il punto ma- 
teriale descriverà una parabola di determinato parametro. 
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reo 


RISOLUZIONE DI UN PROBLEMA 


RELATIVO 


ALL’EQUAZIONI DI TERZO GRADO 


4. Data un'equazione generale di terzo grado determinare un’ altra equazione, 
le radici della quale siano eguali al rapporto di due qualunque della proposta. 
Soluzione. Prendiamo un’equazione di terzo grado della forma generale 


ax3+ 3bx° + 3cx + d — 0 (1) 


e siano a, ß, y le tre radici, è evidente che le nuove radici y della trasformata sa- 
ranno 


TC Bay 


7 
6 ’ = ’ 7 ’ = ’ x ’ 6 
e la relativa equazione ascende al sesto grado a radici reciproche. Per mezzo delle 
funzioni simmetriche si potrebbero calcolare i coefficienti della nuova equazione, ma 
facendo uso dell’ eliminazione si rende più semplice la ricerca della detta equazione. 
Infatti osserviamo che se æ sia la radice dell’ equazione (1), e chiamando y il rap- 
porto di due radici, il prodotto xy sarà pure radice della (1) per cui sussisteranno 
le due equazioni di terzo grado 


ax’ + 3bx°+ 3cx + d — 0 
aya + 3by°x°+ 3cxy +d = 0 


L’eliminazione della æ fra queste due equazioni porgerà la nuova equazione di se- 
sto grado in y ed a radici reciproche. 
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2. Date d'altronde due equazioni di terzo grado 
Ax°+ Br+ Ca +D= 0, A+ B'e°'+ Ca +D'= 0 
è noto che dall’eliminazione si otterrà la risultante 
G3+ MG’— (HN + 2KL) G + (K°— MN) H+ LEN = 0 
ove per brevità si pone 
G=A'D— AD, H=AB—AB, K=BD— BD 
L=AC—AC, M=BC— BC, N=CD—CD' 


Nel nostro caso 
A=a, Ba 38, roc Ae 


A'=ay?, B= 34), Gia 3cy, Dead 
e si troverà , 
G=ad(y— 1), H=3aby(y—-1), K— 3bd (y —1) 
L == 3acy (y — 1),M = 9bcy (y — 1), N=3cd(y— 1). 
quali valori sostituiti nella risultante, sarà divisibile per (y —1)°, ed otterremo 
l’ equazione 
ad (1 + y +) + 9bea’d’y (1 + y + y))-9ea'dy(1+y+y) 
— 18bca d'y (y +1)’ (L + y + y’)+ 27ab’d’y? (y +1) 
— 81ab°cdy + 27a'dc°y (y + 1) = 0 
Ordinandola rispetto alle potenze della y, si trae 
a’d’y°-+ 3 (a’d’— 3abcd) y° + 3 (2a’d’— 15abcd + 9b°d + Yac’)y* 
+ (Ta’d’— 54abed + 5Ab’d + 5 kac° — 81b°c°) y? 
+ 3 (2a°d?— 15abcd + 9b3d + Yac?) ÿ°+ 3 (a’d’— 3abcd) y + ad — 0 


e come ognun vede è un'equazione di sesto. grado a radici reciproche, e la sua 
risoluzione dipende da un’equazione di terzo grado. Intanto osserviamo che la so- 
slituzione di y= 1 indicherà la condizione, onde due per lo meno delle tre ‘radici 
a, B, y siano uguali fra di loro, ed il primo membro della precedente equazione 
tolto il comun divisore 27 diverrà 


D = a°d°— Gabcd + 4b3d + Aadc — 30°c? 


e che rappresenta il noto discriminante delle forme ed equazioni di terzo grado. 
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3. Per ottenere l’eguazione di terzo grado dipendente da quella di sesto grado 
a radici reciproche pongasi 


1 1 | 1 
YU + ——32 +=, poi? 3% 
y US, y y y 
mentre dividendo l’equazione per y”, otterremo 
1 14 1 
a’d’ (y+ 2) +3 (ad -3abo)(1°4+ à) +3 (2a’d’-15abed+9b’d-+-9ac?) (1 _ .) 
+ Ta°d° — 54abcd + 5Ab’d + 5 ac — SI’ = 
Sostituiti i valori in funzione della z, ed ordinata rapporto alle potenze di 2, si avrà 
ad’ + 3 (a’d’— 3abed) 2° + 3 (a’d’— 15abcd + 96°d + 9acd) z 
+ a?d?— 36abcd + 54b°d + 54ac?— 810°e= 0 


Qui pure la condizione onde per lo meno due delle tre radici «,,y siano eguali 
sarà col fare 2 — 2 e si trova la condizione di sopra pel discriminante nullo. Tali 
sono le differenti equazioni, dalle quali si riconosce la formazione del discriminante 
si utile nella teoria dell’ equazioni. 

4. Aggiungiamo infine come si esprimano le tre radici «, 6, y per mezzo del rap- 
porto generico y. A quest’ oggetto riprendiamo le due equazioni 


(4) ax3+ 3bx° + 3cx + d = 0 
(2) ay°x° + 3by’a?+ 3cyx + d —0 
sottratta una dall’ altra abbiamo 
(1) — (2) = ax? (1 —y?) + 3ba? (1 — y°) + 3ce(1—-y)= 
la quale divisa pel prodotto x (1 — y) diviene 
(3) ax? (1 + y+y)+ 3bx (1+y)+3c=0 
Similmente moltiplicando la (1) per y°, e sottratta dalla (2) dara 
(1) y°— (2) = 36a! (y°— yî) + Sox (y’—y) + d(yî—1)= 0 
e diviso per y — 1 si riduce a 


(4) 3by°x° + 3cy (1 + y) x +d(1+y+ y) = 0 
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Moltiplicando infine la (3) per 3by’, e la (4) per a(1 + y + y) e sottraendole si 
avrà 
(3) 3by*— (4)a(1+y+y)= 

9b°y? (1 + y) a — dsacy (1 + y) (1 + y + y”) x + 9bey’— ad (1 + y + Y)=0 
d’onde per la & si trova 

eae i (At Put hae STE 

y + y) y — Bac (1 + y + y) 


e potrà rappresentare una radice « della (1): per le altre due radici 6, y, si avrà 


3b 
B= yx, i soa SN 2, ican 


ed a riduzioni eseguite otterremo 

1 _ad(+y<+y)— 9bey 
1+y 9y— 3ac (1 + y+ y) 

= ge + y 27b°y— ad (LE y + y) 
7 ay 9b°y — 3ac (1 + y + y) 

Se nei ritrovati valori di «, 6, y si ponesse y — 1 vi saranno par lo meno due ra- 
dici eguali, e le avremo tutte sotto forma razionale 
1 ad — bc _ 1 4abe — 38° — ad 
9 pr AO a D’— ac 





B = yx = 


De 


In questo caso è nullo il discriminante, e di più può scriversi sotto la forma. 
(ad — bc) — 4 (b’— ac) (c'— bd) = 0 


uindi eliminando dai precedenti valori di «, 6, y il denominatore b?— ac si trae pure 
q 7 


_ a__ 2 (c— bd) 
gli; 

1 4(4abe — 3b? — a'd) c'— bd) 

4 (ad — be)? 


I precedenti sviluppi algebrici sono stati suggeriti dalla lettura di un’articolo che 

trovasi in un periodico inglese sotto .il titolo The Educational times journal of the 

College of Preceptors August 1866 Question 1983 pag. 108 (Proposed by W. Lea). 

Solution by the Rev. Robert Harley F. R. S. , ‘ed ove si trovano le tre radici & 

espresse per il rapporto y, l'equazione reciproca di sesto grado, e la sua ridotta di 

terzo grado: e la condizione del discriminante nullo nel caso di radici eguali 
Roma 31 Agosto 1866. 


BarnaBa TORTOLINI. 
__ cp © — 
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